Staerofraedigreining lil
Utgafa 2020

AUTHOR

agu. 18, 2020






Efnisyfirlit

Formali 1
Tvinntolur 3
2.1 TvInntOIUrNar . . . . . . o oo e e e e e e e e e e e 3
2.2 Marglidur, red foll og veldisvisisfoll . . . . . . .. . ... L 6
2.3 R-og C-linulegar varpanir . . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e 9
Faguad foll 13
3.1  Markgildi og samfelldni . . . . . . . . . . e e e e 13
32 Fagudfoll. . . . . . o e 14
3.3 Veldaradir, veldisvisisfallid og lograr . . . . . . .. . ... L o o 17
Cauchy-setningin og Cauchy-formilan 21
4.1 Vegheildi . . . . . o L e e e e 21
4.2 Afleidingar Cauchy-setnin@arinnar. . . . . . . . . . . v v v v v vt v bt e e e e e 24
4.3  Fleiri afleidingar Cauchy-setningarinnar . . . . . . . . . . . ... ... 25
Leifareikningur 29
5.1  Laurent-radir og sérstodupunktar . . . . . . .. ... L. 0oL 29
5.2 Leifasetnin@in . . . . . . . . oo e e e e e e e e e e e e 31
byd foll og fagadar varpanir 33
6.1 Pydfoll . . . . e 33
6.2 Hagnytingar { straumfraeedi . . . . . . . . . . L e 35
Undirstoouatridi um afleidujofnur 37
7.1 Afleidujofnur . . . . . .. e 37
7.2 Upprifjun 4 lausnaadferdum og hagnytingar . . . . . . . . . . ... ... 40
7.3 Tilvistogotviredni lausna . . . . . . ... e e e e e e e e 41
Linulegar afleidujofnur 43
8.1 Linulegar afleidujofnur . . . . . . . . . ... 43
8.2  Sérlausnir og Green-fOll . . . . . . . . . L L e e e e e 46
8.3  Green-foll og Wronski-akvedur . . . . . . . . .. L e 48
Veldaradalausnir a afleidujofnum 51
9.1  Veldaradalausnir . . . . . . . . . . . . o e e e e e e e e 51
9.2 Adferd Frobeniusar . . . . . . . . . .. L. 53
Linuleg afleidujofnuhneppi 57
10.1 Linuleg afleidujofnuhneppi . . . . . . . . . . L L e e e e 57
10.2 Veldisvisisfylkid . . . . . . . . . e 60




10.3 Utreikningur lausna . . . . .

11 Laplace-ummyndunin
11.1 Laplace-ummyndunin . . . .
11.2  Notkun Laplace-ummyndunar

12 Vidauki
12.1 Kennsluaetlun . . ... ...




KAFLI 1

Formali

Petta kennsluefni er haft til hlidsjénar { fyrirlestrum { 4fanganum Sterdfraedigreining III vid Haskéla Islands. Pad
er badi adgengilegt sem vefsida, http://notendur.hi.is/sigurdur/staec302, og sem pdf-skjal sem hentar til dtprent-
unar. Efnid er unnid tr glerupakka sem Rognvaldur Moller titbjé og byggja per glerur ad miklu leyti 4 boékinni
Tvinnfallagreining, afleidujofnur, Fourier-greining og hlutafleioujofnur eftir Ragnar Sigurdsson. Bok Ragnars er
einnig kennslub6k ndmskeidsins.

Agiist 2019, Sigurdur Orn Stefansson



http://notendur.hi.is/sigurdur/stae302
https://notendur.hi.is/sigurdur/stae302/stae302.pdf
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KAFLI 2

Tvinntolur

There’s something that doesn’t make sense. Let’s go and poke it with a stick.

- The Doctor, Doctor Who

2.1 Tvinntolurnar

2.1.1 Skilgreining

Skilgreinum margfoldun 4 R? pannig ad
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).
Pegar hugsad er um R? med pessari margfoldun og venjulegri samlagningu p4 eru stokin { R? kalladar tvinntolur

og mengi peirra er tdknad med C. Pegar vid viljum leggja dherslu 4 ad lita m4 4 tvinntolu sem punkt { planinu R?
pa er talad um tvinntalnaplanid.

2.1.2 Rithattur.

Pegar fjallad er um tvinntolur pd er stakid (a, b) venjulega ritad sem a + 4b.

Hugsum okkur ad i> = —1. Notum svo venjulega dreifireglu og ad 7 vixlast vid rauntdlur til ad reikna margfeldid
(a+ib)(c + id) = ac + iad + ibc + i2bd = ac — bd + i(ad + bc).

Vid hofum ni fengid aftur skilgreininguna 4 margfolduninni hér ad ofan.

2.1.3 Setning

Eftirfarandi reiknireglur gilda um tvinntolur:
(i) ((a+1b) + (c+id)) + (e +if) = (a+1ib) + ((c +id) + (e + if)) (tengiregla fyrir samlagningu)
(i) ((a+ib)(c+id))(e+if) = (a+ib)((c+id)(e+if)) (tengiregla fyrir margfoldun)
(iii) (a+ib) + (c+id) = (c+ id) + (a + ib) (vixlregla fyrir samlagningu)
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(iv) (a+ib)(c+ id) = (¢ + id)(a + @b) (vixlregla fyrir margfoldun)

) (a+ib)((c+id) + (e+if)) = (a+ib)(c+id) + (a+ib)(e + if) (dreifiregla)
(vi) Talan 0 = 0 + 0 er samlagningarhlutleysa, p.e.a.s. (a 4+ ib) + 0 = a + 4b.
(vii) Talan 1 = 1 + ¢0 er margfoldunarhlutleysa, p.e.a.s. 1(a + ib) = a + ib.

2.1.4 Rithattur.

Pegar unnid er med tvinntolur pa er ekki gerdur greinarmunur 4 rauntélunni a og tvinntdlunni a + ¢0. Pvi getum
vid hugsad mengi rauntalna R sem hlutmengi { mengi tvinntalna C. Sérhver rauntala er pannig lika tvinntala.

2.1.5 Setning

Ef z = a + ib # 0 er tvinntala pa 4 z sér margfoldunarandhverfu sem er

271*1* a + b 1
oz a?40b%2 a?4b27

2.1.6 Skilgreining og setning

Ef z er tvinntala b4 getum vid skilgreint heiltluveldi 2™ af z pannig ad 20 = 1,0gefn > Opderz" = z-2-...-2
(n sinnum) og 2~ = (z‘l)n. Venjulegar veldareglur gilda um tvinntoluveldi, p.e.a.s.

2.1.7 Skilgreining

Ritum tvinntdlu z sem z = x + 4y par sem x og y eru rauntdlur.

Talan x kallast raunhluti z og er tdknadur med Re z.

Talan y kallast pverhluti z og er tdknadur med Im z. (Athugid ad pverhlutinn er rauntala.)
Sagt er ad z sé rauntala ef Im z = 0 en hrein pvertala ef Re z = 0.

Fyrir tvinntolu z = z + ¢y skilgreinum vid samok z sem tvinntéluna zZ = = — 1y.

2.1.8 Reiknireglur.

Um tvinntolu z = x + 4y gildir

(z

~

=z

2z = (z +iy)(x —iy) = 2* +y°

z+ZzZ=2xr=2Re z

z—Z=2yi=(2Im z)i

Z+w=Z+w
ZW=ZW

4 Kafli 2. Tvinntolur
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2.1.9 Skilgreining

Lengd tvinnt6lu z = x + iy er skilgreind sem rauntalan |z| = /22 + y? = V/2Z.

Hugsum ni tvinntdluna z = z + ¢y sem punkt (z, y) { planinu. Setjum r = /22 + y? = |z|. Ritum nd punktinn
(x,y) sem (x,y) = r(cosf,sind) (pdlhnit). Pd er z = |z|(cos b + isin f) og 6 kallast stefnuhorn tvinntdlunnar
z. (Athugid ad stefnuhorn er ekki 6tvirett dkvardad pvi ef 6 er stefnuhorn pa er 6 + k - 2« lika stefnuhorn.)

2.1.10 Formula.

Lit 2 = x + iy # 0 vera tvinntélu { C \ R_ (R_ er mengi allra neikvadra rauntalna sem vid samsémum vid
mengi allra tvinntalna 4 forminu a 4 b med b = 0 og a < 0). Stefnuhorn z er gefid med formdlunni

— Y
0 = 2arctan <m) .

Athugid ad pessi formila gefur gildi 4 6 pannig ad —7 < 6 < 7.

2.1.11 Skilgreining

Ef z og w eru tveer tvinntdlur pd er fjarleegdin 4 milli peirra skilgreind sem rauntalan |z — w].

2.1.12 Setning
Fyrir sérhverjar tvinntdlur z og w gildir ad
|2+ w| < |2] + [w].

Athugid ad |z + w| = |z| + |w| ef og adeins ef til er jdkvad rauntala a pannig ad w = az.

2.1.13 Rumfraedileg tulkun margféldunar.
Ef z og w eru tveer tvinntslur med lengdir |z| og |w| og stefnuhornin a og 3, pé er
2w = |z||w|(cos(a + B) + isin(a + B)).

Pad segir okkur ad lengd margfeldisins er margfeldi lengda z og w (p.e.a.s. |zw| = |z||w|) og ad stefnuhorn
margfeldisins sé summa stefnuhorna z og w.

Sérstaklega gildir Regla de Moivre sem segir ad

(cos@ +isin @)™ = cos(nh) + i sin(nd).

2.1.14 Skilgreining

Lina { tvinntalnaplaninu C er mengi allra tvinntalna z = 2 + iy sem uppfylla jofnu af taginu ax + by + ¢ = 0, par
sem a, b, ¢ eru rauntolur.

Hringur { tvinntalnaplaninu er mengi allra punkta sem er { gefinni fastri fjarlegd (geisli, radius) frd gefnum fostum
punkti m (midjunni). Hringur med midju i m og geisla r er mengid {z | |z — m| =r}.

2.1.15 Skilgreining

Einingarhringurinn T { C er mengi allra tvinntalna sem hafa lengd 1. (Einnig ma lysa honum sem mengi allra
tvinntalna sem eru { fjarlegd 1 fra 0. Einingarhringurinn er hringur med midju { 0 og geisla 1.)

2.1. Tvinntolurnar 5
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2.1.16 Setning
Sérhverri linu og sérhverjum hring ma lysa med jofnu af taginu
ale]® + Bz + Bz +v =0,

par sem « og «y eru rauntdlur og 3 er tvinntala.
Ofugt, ef vid faum slika jofnu p4 lysir hiin:
(1) linuefa=00g 5 #0
(i) hring ef a # 0 og | 8% — ay > 0 (og midjan er m = — 3/ og geislinn er r = \/[B]% — ay/|a
(iii) stokum punkti ef o # 0 og | 3|2 — a-y = 0 (punkturinn er m = —f3/a)

);

(iv) téma menginu ef o # 0 og |B]? — ay < 0;

(v) olluplaninuCefa ==~ =0.

2.2 Marglidur, reed f6ll og veldisvisisfoll

2.2.1 Skilgreining (Sja §1.4)

Getum skilgreint marglidur med tvinntlustudlum 4 sama hatt og marglidur med rauntdlustudlum. Marglida med
tvinntolustudlum er sterdtakn 4 forminu

P(2) = apnz" +ap 12"+ -4+ a1z + ao,

par sem studlarnir ag, a1, ..., an—1, a, eru tvinntolur.

begar sett er inn dkvedin tvinntala { stad z { pessari stedu og reiknad pa feest ut tvinntala. Marglidan gefur pvi fall
pP:C—C.

2.2.2 Margliour. (Sja §1.4)

Tvinnt6lumarglidur hegda sér um flest eins og rauntdlumarglidur. Sérstaklega pd virkar deiling tvinntlumarglida
eins og deiling raunt6lumarglida.

Faum ad ef P er marglida af stigi n og () er marglida af stigi m pd eru til 6tvirett dkvardadar marglidur S og R
pannig ad stig R(z) er minna en m og

P(z) = Q(2)S(2) + R(z).

Sagt er ad () gangi upp { P ef R er nillmarglidan.

Sérstaklega gildir ad « er nillstod eda rét marglidunnar P (p.e.a.s. P(«) = 0) ef og adeins ef 2 — a gengur upp {
P.

2.2.3 Setning (Undirstédusetning algebrunnar)

Sérhver marglida af stigi > 1 med tvinntSlustudla hefur nallst6d 1 C.

6 Kafli 2. Tvinntolur



Steerdfraedigreining lll, Utgafa 2020

2.2.4 Skilgreining og setning (Sja §1.4)

Hugsum okkur ad « sé nillst6d marglidu P og j sé hasta talan pannig ad (z — )’ gengur upp i P, b.e.a.s. P(z) =
(z — a)Q(2) par sem Q(cr) # 0. P4 segjum vid ad « sé j-fold nillstoéd og kollum j margfeldni nillstddvarinnar
a.

Pad er afleiding af Undirstodusetningu algebrunnar ad ef P er marglida af stigi m > 1 med nullstédvar 31, . .., B
sem hafa margfeldni my, ..., my pderm =my + - -- + my og

P(z) = A(z = )™ -+ (2 = Be)™,

par sem A er fasti.

2.2.5 Skilgreining og setning (Sja §1.3)

(i) Jafnan 2™ = 1 hefur n 6likar lausnir sem kallast n-tu einingarratur og paer eru
z, = cos(k - 2w /n) + isin(k - 27/n), k=0,1,...,n—1.
(i) Jafna af taginu z™ = a = ||(cos ¢ + i sin @) hefur n Glikar lausnir og per eru

2p = |a|1/”(cos(q§/n +k-2m/n) +isin(¢/n + k- 27 /n)), k=0,1,...,n—1

2

(iii) Jafna af taginu z° = w = u + v hefur tveer lausnir sem vid kollum kvadratraetur w. Ef v # 0 mad rita peer:

2= ( H(w| +u) +1i sign(v)\/m) :

par sem

. L, >0,
sien)=3_1 <o

Ef v = 0 feest tilfellid { lidnum & undan.
(iv) (Sja §1.4) Jafnan az? + bz + ¢ = 0 med a # 0 (og a, b, ¢ tvinntdlur) hefur lausnir

_ —b+VD og _ —-b—VD

21 22 =
2a 2a

par sem D = b — 4ac og /D taknar adra lausn jofnunnar 22 = D (sj4 advorun fyrir nedan). Ef D er rauntala og
D > 0 tokum vid kvadratrét eins og vid erum von en ef D < 0 ma rita lausnirnar

L _—btiyD] —b—i\/|D|
L= il YA |
a

2 8 2= 2

Advorun: Ef z er tvinntala hefur tdknmalid /z almennt ekki merkingu. Ef pad er notad parf avallt ad
tilgreina fyrir hvad pad stendur.

2.2.6 Skilgreining

Rett fall er kvéti tveggja marglida, R(z) = P(z)/Q(z).

2.2. Marglidur, raed f6ll og veldisvisisféll 7
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2.2.7 Stofnbrotalidun. (Sja §1 1.5)

Latum R(z) = P(z)/Q(z) vera rett fall par sem stig P(z) er legra en stig Q(z).

EfQ(z) = a(z—aq) - (2 — ayy) bar sem ay, . . ., ay, eru Slikar tvinntdlur pd eru til fastar Ay, ..., Ay pannig ad
A A
R(z) = ! L
z—o z—

Studlarnir eru gefnir med

j=1, .k

Mikilvaegt: Vid getum diffrad tvinngildar marglidur likt og raungildar marglidur med pvi ad nota

dZn n—1
— =nz
dz
dsamt pvi ad diffrun er linuleg. Réttleting kemur sidar.
Ef Q(z) = a(z — a1)™ (2 — ag)™ og ai,...,a eru Olikar tvinntSlur pa eru til fastar

Alla'"77Am117A127"';7Am12a~~'7A1k7"'7aA’m1k pannigaa

P(Z) Ay 0 Ay my—1
= u e

Qz)  (z—ar)™ (z—a)
Az Ao my—1

- e ==

(z — ag)™2 (z — a9)

Ako . Ag oy —1

(z — ay )™k (z — ag)

Studlarnir eru gefnir med

e b (@)

J

j=1,...,k=0,...,my —1parsem ¢;(z) = Q(2)/(z — o).

2.2.8 Skilgreining (Sja §1.6)
Ritum tvinntdlu z sem z = x + 4y par sem x og y eru rauntdlur. Skilgreinum veldisvisisfallid

e* = "W = ¢%(cosy + isiny).

2.2.9 Reiknireglur. (Sja §1.6)

Latum z og w vera tvinntolur. P4 gildir ad
6z ew — ez-i-w

Ef k er heiltala pa er e* 7% (27) = ¢% panng ad e er lotubundid fall med lotu 27i. Ennfremur gildir ad

e =¢e e*| = efte ? le] = 1.

8 Kafli 2. Tvinntolur
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2.2.10 Fallegasta jafna staerdfraedinnar.

Mikilveegt:
€T+1=0
2.2.11 Jo6fnur Eulers. (Sja §1.6)
Fyrir rauntolu 6 er
cosf = LQ +e” og sinf = Lg — _e_w
2 2

2.2.12 Skilgreining (Sja §1.6)

Hegt er ad dtvikka hornaf6llin og breidbogafollin yfir 4 allt tvinntalnaplanid med formilunum

eiz + e—iz ) eiz _ e—iz

cosz = ———— og sing = ——
2 24 ’
og

e*+e % . e* —e %
coshz = — og sinhz = —

og sidan eru tan z, cot z, tanh z og coth z skilgreind 4 augljésan héatt. (Ef z er rauntala pa fast somu gildi og vid

pekkjum.)

2.3 R- og C-linulegar varpanir

2.3.1 Skilgreining og setning (Sja §1.7)

Vorpun L : C — Cer s6g0 linuleg (ndkvamar, R-linuleg) ef um sérhverjar tvinntdlur z og w og sérhverja rauntolu

c gildir ad

L(z+w) = L(z) + L(w) og L(ez) = cL(z).

2.3.2 Setning

Latum L : C — C vera linulega vérpun. Samsémum tvinntolu x + 4y vid vigur (z,y) € R2. Nd ma hugsa L sem
vorpun R? — R2. P4 er L linuleg vorpun og til eru rauntSlur a, b, ¢, d pannig ad fyrir allar rauntdlur 2 og y er (ef
ekki er gerdur munur 4 dalkvigrum og linuvigrum)

L(z,y) = (az + by, cz + dy) = [i Z] m

Ef vid ritum A = 1 ((a+d)+i(c—b)) og B = % ((a—d) +i(c+b)) ba gildir fyrir sérhverja tvinntdlu z = z + iy

ad

L(z) = Az + Bz.

2.3. R- og C-linulegar varpanir 9
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2.3.3 Skilgreining
Vorpun L : C — C er sogd C-linuleg ef um sérhverjar tvinntdlur z og w og sérhverja tvinntolu ¢ gildir ad
L(z4+w) = L(z) + L(w) og L(cz) = cL(z).

(Athugid ad sérhver C-linuleg vorpun er lika R-linuleg, en ekki 6fugt.)

2.3.4 Setning

Sérhverja C-linulega vorpun md rita sem L(z) = Az par sem A er tvinntala.

2.3.5 Skilgreining

Vorpun C — C af gerdinni 2z — z + a, par sem a € C nefnist hlidrun.

Vérpun af gerdinni z — az, nefnist sndningur, ef a € C og |a| = 1, hdn nefnist strikkun ef « € R og |a| > 1 og
herping, ef a € R og |a| < 1, en almennt nefnist hiin snistrikkun ef « € C \ {0}.

Vorpunin C \ {0} — C\ {0}, z — 1/z nefnist umhverfing.

2.3.6 Skilgreining

Vorpun f : C — C af gerdinni

az+b
cz+d’

f(z) = ad —bc#0, a,bcdeC,

kallast brotin linuleg vérpun (eda brotin linuleg feersla eda Mobiusarvorpun). Vid sjdum ad f(z) er skilgreint fyrir
oll z € C,ef ¢ = 0, en fyrir 61l z # —d/c, ef ¢ # 0.

2.3.7 Setning

Sérhver brotin linuleg vorpun er samskeyting af hlidrunum, sndstrikunum og umhverfingum.

2.3.8 Setning

Sérhver brotin linuleg vorpun varpar hring i C 4 hring eda linu og hin varpar linu 4 hring eda linu.

"""stikaferill".png

10 Kafli 2. Tvinntolur
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nn "polarggb" . png

Hér ma sjd hvert brotin linuleg vorpun f med stika a, b, ¢, d likt og ad ofan, varpar linunni Form1 og hringnum
Form?2 { tvinntalaplaninu. Haegt er ad breyta gildum stikanna med pvi ad draga pa til med mdsinni.

2.3. R- og C-linulegar varpanir

11
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KAFLI 3

Fagud foll

Come on, Rory! It isn’t rocket science, it’s just quantum physics!

- The Doctor, Doctor Who

3.1 Markgildi og samfelldni

3.1.1 Skilgreining (Sja §2.1)
Opin skifa med midju « og geisla p er skilgreind sem mengid

lokud skifa med midju o og geisla o er mengid

S(a,0)={2z€C||z—a| <o}
og gbtud opin skifa med midju « og geisla o er mengid

S*(a,0) ={z€C|0<|z—a| <o}

3.1.2 Skilgreining

Hlutmengi X { C er sagt vera opid ef um sérhvern punkt ¢ € X gildir ad til er opin skifa S(a,r), med r > 0 sem
er innihaldin { X.

Hlutmengi X { C er sagt vera lokad ef fyllimengi pess C \ X er opid.

Jadar hlutmengis X { C samanstendur af 6llum punktum a € C pannig ad sérhver opin skifa S(a,r) med r» > 0
sker b2di X og C\ X. Vi tdknum jadar X med 0.X.

Punktur @ € C nefnist péttipunktur mengisins X ef um sérhvert > 0 gildir ad gatada opna skifan S*(a,r)
inniheldur punkta dr X.

Opid hlutmengi { C kallast svedi ef pad er samanhangandi.

13
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3.1.3 Skilgreining

Léatum X vera hlutmengi { C og f : X — C vera fall. Ef a er péttipunktur X pd segjum vid ad f(z) stefni 4
tvinntolu L pegar z stefnir 4 a, og ritum

lim f(z) =L

z—a

ef um sérhvert e > 0 gildir ad til er § > 0 pannig ad ef 0 < |z —a| < d pder |f(z) — L| < e.

Segjum ad fallid f sé samfellt { punkti a € X ef
lim f(z) = f(a).

z—a

3.1.4 Setning

Ef f og g eru tvinntolugild foll sem skilgreind eru 4 menginu X C C, lim,_,, f(2) = L og lim,_,, g(z) = M,
pa er

lim (£(2) + 9(2)) = lim £(2) + lim (=) = L+ M,
lim (f(2) — g(2)) = lim f(2) = lim g(z) = L — M,
lim (£(2)g(2)) = (lim () (lim (=) = LM
CHE) _tmeaf()_ L
z—a g(z)  lim,,9(z) M

[ sidustu formilunni parf ad gera rad fyrir ad M # 0. Ef f og g eru f5ll 4 mengi X med gildi i C sem eru samfelld
i punktinum a € X, pderu follin f + g, f — g, fg og f/g samfelld { a og

lim (/(2)g(2)) = f(@)g(a),
tin TEL = T ) 20

Eff: X > Cogg:Y — Cerufdll, f(X) CY,aerpéttipunkur X, b = lim,_,, f(z) er péttipunktur mengisins
Y og g er samfellt i b, pd er

lim g o f(2) = g(lim f(z)).

z—a z—a

Athugid: Skilgreining 2.3 er samberileg skilgreiningu 4 markgildi dr Steerdfraedigreiningu I og IT og Setning
2.4 er samberileg og reiknireglur fyrir markgildi raungildra falla { Sterdfredigreiningu I og II.

3.2 Fagua féll

3.2.1 Rithattur (Sja §2.1)

Til samreemis vid nétur Ragnars notum vid annan rithatt fyrir hlutafleidur en { Steerdfreedigreiningu II. Ef f er fall
af raunbreytisterdum x og y, ba skrifum vid

_of _of 2, _
T oz’ Oyt = oy’ 0uf =

T T
ox?’

3f
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3.2.2 Skilgreining (Sja §2.1)

Ef X er opid hlutmengi { C pd ldtum vid C'(X) tdkna mengi allra samfelldra falla f : X — C. Vid latum C"™ (X))
takna mengi allra m sinnum samfellt deildanlegra falla. Hér er att vid ad allar hlutafleidur fallsins f af stigi < m
eru til og par ad auki samfelldar. Vid skrifum CY(X) = C(X) og tdknum mengi 6endanlega oft deildanlegra falla
med C°(X).

3.2.3 Skilgreining (Sja Skilgreining 2.2.1)

Latum f : X — C vera fall skilgreint 4 opnu hlutmengi X af C. Vid segjum ad f sé C—deildanlegt { punktinum
a € X ef markgildid

R~ (@)
h—0 h
er til. Markgildid er tdknad med f’(a) og kallad C—afleida fallsins f { punktinum a.

Fall f : X — C er sagt vera f4gad 4 opna menginu X ef f € C'(X) og f er C—deildanlegt { sérhverjum punkti {
X.

Vid litum O(X) tdkna mengi allra fagadra falla & X .
Vid segjum ad f sé fagad 1 punktinum q ef til er opin grennd U um a pannig ad f sé fagad{ U.

Fallid f er sagt vera heilt fall (e. entire function) ef pad er fagad 4 6llu C.

3.2.4 Setning (Sja Setningu 2.2.3)
Latum f,g: X — Cverafoll,a € X, a, 8 € C og gerum rad fyrir ad f og g séu C—deildanleg i a. Pa gildir
(1) af + Bg er C—deildanlegt { a og
(f + Bg)'(a) = af'(a) + By (a).
(i) (Leibniz-regla). fg er C—deildanlegt { a og
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
(iii) Ef g(a) # 0, paer f/g C—deildanlegt i a og

(f/9)'(a) =

3.2.5 Setning (Sja Setningu 2.2.6)

Léitum X og Y vera opin hlutmengi af C. Lat f : X — Cogg:Y — C vera f6ll, pannig ad f(X) C Y, a € X,
beY,b= f(a) og setjum

h=gof.
(i) Ef f er C—deildanlegt { a og g er C—deildanlegt { b, pé er h lika C—deildanlegt { a og

h'(a) = g'(b)f(a).

(ii) Ef g er C—deildanlegtid, ¢’'(b) # 0, h er C—deildanlegt { a og f er samfellt i a, pd er f einnig C—deildanlegt
faog

f'(a) =1(a)/g' (b).

3.2. Fagud féll 15
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3.2.6 Fylgisetning (Sja Fylgisetningu 2.2.7)

Latum X og Y vera opin hlutmengi af C, og f : X — Y vera gagntekt fall. Ef f er C—deildanlegt { a og
f'(a) # 0, pa er andhverfa fallid f(~ lika C—deildanlegt i b = f(a) og

3.2.7 Setning (Sja Setningu 2.2.8)

Latum f = u + v : X — C verafall af z = = + iy 4 opnu hlutmengi X { C. Ef f er C—deildanlegtia € X, pd
eru badar hlutafleidurnar 9, f (a) og 9, f(a) til og

f'(a) = 0y f(a) = —idy f(a).
Par med gildir Cauchy—Riemann—jafnan
(8. f(a) + 10, f(a)) =0,
og hun jafngildir hneppinu

Ozu(a) = dyv(a), Oyu(a) = —0v(a).

3.2.8 Skilgreining (Sja §2.2)
Vid skilgreinum fyrsta stigs hlutafleiduvirkjana 9, = 9/0z og 9; = 9/0Z med

0 ‘ 0 .
0.0 =~y 0. —i0,r) og 9.5 =2 = L(ousvio)
Tolurnar 0, f(a) og Oz f(a) nefnast Wirtinger—afleidur fallsins f { punktinum « og virkinn 9z nefnist Cauc-

hy—Riemann—virki

3.2.9 Setning (Sja Setningu 2.2.10)

Latum X vera opid hlutmengi i C, a € X og f : X — C vera fall. P4 gildir:
(i) f er C—deildanlegt { a pa og pvi adeins ad f sé deildanlegt{ a og 9z f(a) = 0. Pder f'(a) = 0. f(a).

(i) f er fagad { X bd og pvi adeins ad f sé samfellt deildanlegt i X og uppfylli Cauchy—Riemann—j6fnuna
Ozf = 01 X. Vid hofum pa

/ —_
/ or Zay

df of 1[of of
L2z

3.2.10 Tenging vid linulegar varpanir.

Afleida samfellt deildanlegrar vorpunar f : R? — R? { punkti a er linuleg vorpun D f(a) : R? — R2. Ef vid
hugsum f sem vorpun C — C péaer D f(a) almennt bara R-linuleg vorpun en f er C-deildanlegt { a ndkvemlega
pegar D f(a) er C-linuleg vorpun.

16 Kafli 3. Faguo foll



Steerdfraedigreining lll, Utgafa 2020

3.3 Veldaradir, veldisvisisfallid og lograr

3.3.1 Upprifjun ur Staerofreedigreiningu |

Veldaradir par sem studlar og breyta eru tvinntolur ,,virka®“ eins og veldaradir med raunt6lustudlum og rauntélu-
breytu. Pad eina sem parf ad breyta er ad { stad samleitnibils er talad um samleitniskifu.

(A) Faum { hendurnar r60 220:1 an pannig ad ap, ag, . . . eru tolur. Skilgreinum
Sp=a1 tas+---+ay

(summa fyrstu n lida radarinnar). Segjum ad rodin Zle an sé samleitin med summu s ef lim,,_, o, s, = s, pad
er ad segja, r6din er samleitin med summu s ef

lim (a1 +as+---+a,) =s.

n—oo

Ritad Y07 a, = s.

(B) Um sérhverja veldardd >~ an(z — )™ gildir eitt af prennu:
(1) Rodin er adeins samleitin fyrir z = a.

(ii) Til er jdkveed tala o pannig ad veldar6din er alsamleitin fyrir 611 z pannig ad |z — «| < o og ésamleitin fyrir
oll z pannig ad |z — | > . Talan p kallast samleitnigeisli veldaradarinnar.

(iii)) Rodin er samleitin fyrir allar tvinntolur z.

(C) Stundum ma reikna ut samleitnigeislann med eftirfarandi adferdum:

(i) Gerum r4d fyrirad L = lim,, o |“2*| sé til eda co. P hefur veldarddin ) an(z—a)™ samleitnigeisla
oo ef L=0,
o=4¢ 7 ef0<L<oo,
0 efL=cc.

(ii) Gerum rdd fyrirad L = lim,,_,o {/|a,| sé til eda co. P4 hefur veldarddin Y a,,(z—a)" samleitnigeisla

oo ef L =0,
0= % ef0 < L < o0,
0 efL=oc.

3.3.2 Setning

Latum X C C vera opid mengi og latum f vera fall skilgreint 4 X .

(i) (Sjé Setningu 2.3.2) Ef fyrir sérhvert o € X er til tala o > 0 pannig ad fyrir 61l z € S(a, o) er
f(2) =) an(z—a)"
n=0
bd er fallid f fdgad 4 X og fyrir z € S(«, o) er
o
f(z)= Z nan(z —a)" L.
n=1

(i) (Sja Setningu 2.3.5) Ef fallid f er fdgad pa er til fyrir sérhvern punkt o« € X tala o > 0 og veldar6d
>0 gan(z — @)™ sem er alsamleitin 4 S(cv, p) pannig ad um alla punkta z € S(a, o) gildir ad f(z) =
D ono @n(z — )™

3.3. Veldaraodir, veldisvisisfallid og lograr 17
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3.3.3 Setning (Sja Fylgisetningu 2.3.6)

Ef f € O(X) péder f' € O(X).

3.3.4 Setning (Samsemdarsetning fyrir samleitnar veldaradir)

Gerum 140 fyrir ad f, g € O(S(«, 0)) séu gefin med samleitnum veldar6dum
f(z):Zan(zfa)”, g(z):an(zfa)”, z € S(a, 0),
n=0 n=0

og gerum r4d fyrir ad til sé runa {¢; } af 6likum punktum { S(e, o) pannig ad a; — « og f(a;) = g(a;) fyrir 61l
j. Péera, = b, fyrir 61l n og par med f(z) = g(z) fyrir 61l z € S(«, o).

3.3.5 Setning (Sja §2.4)

Fyrir sérhverja tvinntolu z er

3.3.6 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 2.5.1)
Latum X vera opid hlutmengi af C. Samfellt fall A : X — C kallast logri 4 X ef
M) = 4 z e X.
Samfellt fall o : X — C kallast n—taréta X ef
(Q(Z))n =z, z e X.
Samfellt fall § : X — R kallast horn 4 X ef

z = |2]e?®), ze X.

3.3.7 Setning (Sja Setningu 2.5.2)

(i) Ef Aerlogrid X,pder0 ¢ X, A € O(X) og

1
N(z) == € X.
=1 -

Follin \(z) 4 i27k, k € Z eru einnig lograr 4 X .

(i) Ef Aerlogrid X, paer

AMz) =1n|z| +i6(=), z € X,

parsem @ : X — Rerhornd X. Ofugt,ef @ : X — Rerhornd X, pder A(z) = In|z| + i0(z) logri 4 X.

(iii) Ef pern—tarétd X pder p € O(X) og

nz
(iv) Ef Xerlogrid X, paer o(z) = e**)/™ ntarét 4 X.
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3.3.8 Skilgreining og setning (Sja §2.5)
Fyrir sérhverja tvinntolu « er haegt ad skilgreina fagad veldisfall med veldisvisi o med
2% = exp(aA(z)), z e X,

par sem A er gefinn logri 4 X og vid faum ad

d a _ d aX(z) _ A=Y _ aX(z) ,—A(z)
dzZ —dze =€ > = ae €
:ae(a—l)k(z) — aza—l.

3.3.9 Skilgreining og setning (Sja §2.5)

Ef X er logri 4 opid mengi X C Cog a € X, pa skilgreinum vid veldisvisisfall med grunntdlu o sem fagada fallid
a C, sem gefid er med

Athugid ad skilgreiningin er had valinu 4 logranum. Kedjureglan gefur

d z _ d zAa) _ zM(«a) _ .z
0= e =e AMa) = o A(a).

3.3.10 Skilgreining (Sja §2.5)

Litum nd 4 mengid X = C \ R_, sem fast med pvi ad skera neikvada raundsinn og 0 ut ur tvinntalnaplaninu.
Vid skilgreinum sidan pélhnit { X og veljum hornid 6(z) pannig ad —7w < 6(z) < 7, z € X. Fallid

Arg : C\R_ — R, Argz=0(z), ze€ X
0 er kallad hofudgrein hornsins og formula pess er i grein 1.1.10 (og bdk §1.2.6.2),

Y

Argz =2arctan [ ———
|z| +

) , z=x+1iy € X.
Fallid
Log: C\R_ = C, Logz = In|z| + iArg(z), z€ X,
er kallad hofudgrein lografallsins. Fallid
2% = ehos® ze C\R_,

kallast hofudgrein veldisfallsins med veldisvisi a.

3.3. Veldaraodir, veldisvisisfallid og lograr 19
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KAFLI 4

Cauchy-setningin og Cauchy-formulan

A straight line may be the shortest distance between two points, but it is by no means the most interesting.

- The Doctor, Doctor Who

4.1 Vegheildi

4.1.1 Upprifjun ur Steerodfraedigreiningu Il

Heildun eftir vegum er mjog mikilvaeg { tvinnfallagreiningu. Fjallad var um vegheildi { Sterdfredigreiningu II.
Hér er si umfjollun rifjud upp og sett { samhengi.

(A) Samfelld vorpun « : [a,b] — C kallast stikaferill. Myndmengi stikaferils, mengid mynd(y) = {y(¢) | ¢t €
[a, b]}, kallast ferill.

Stikaferill sem er samfellt deildanlegur 4 koflum kallast vegur. (Stikaferill er samfellt deildanlegur 4 k6flum
ef til eru télur a = by < by < -+ < b, = b bannig ad stikaferillinn er samfellt diffranlegur 4 opnu bilunum
(bi, bi+1) og badar einhlida afleidur eru skilgreindar { punktunum b;.)

Stikaferill v : [a,b] — C er sagdur lokadur ef v(a) = ~(b). Lokadur ferill, eda stikaferill, er sagdur
einfaldur ef hann sker ekki sjélfan sig nema { endapunktunum, p.e.a.s. ekki eru til dlikar télur ¢; € (a,b) og

to € [a, b] pannig ad y(t1) = y(t2).

(B) Ef v : [a,b] = C er vegur sem stikar feril C' b4 m4 skilgreina lengd ferilsins med formilunni

b
L(C) = L{y) = / /(1)) dt.

Ef f er samfellt tvinnt6lugilt fall 4 C' pd er heildi f med tilliti til bogalengdar skilgreint sem

b
/C fds = / SO @) (1) dt.

Lfds, /Cf\dz|, Lf|dz|.

Heildi med tilliti til bogalengdar eru 6h4d vali 4 stikun og stefnu stikunar.

Lika taknad

21
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(C) Heildi vigursvids F : R? — R? eftir veg v : [a, b] — R? er skilgreint sem heildid
b
[E-av= [ Fo@) o
o a
Ef vid ritum F(z,y) = (f(z,v), g(z,y)) og v(t) = (a(t), B(t)) pd m4 lika rita heildid sem

/fdx+gdy—/ fla o (1) dt + glalt), (1) (¢) dt.

Heildi vigursvids yfir veg er had stikun ad pvi marki ad ef stefnu stikunar er breytt breytist formerki heildis.

4.1.2 Skilgreining (Sja §3.1)

Ritum z = z + iy og ldtum f vera fall af z. Lédtum v : [a,b] — C vera veg sem stikar feril C' og ritum
~(t) = a(t) + iB(t). Heildi f yfir C er skilgreint sem

b
/C fdz= / fdz= / SO (1) dt
Ritum nd f(z) = u(z) + iv(z) og faum pd ad
b
/C fde = / SO (1) de
/ £y i (1)) dt

/ FO D)o’ (8) dt + i f(4(£)' (1) dt
:/fdac+ifdy.
C

Athugid ad ef stefnu stikunar er breytt pa breytist formerki 4 heildi.

4.1.3 Daemi.

(i) Linustrikid frd zq til z; m4 stika med stikaferli y : [0, 1] — C pannig ad
v(t) =20 +t(z1 — 20) = (1 — t)z0 + t21.
(ii) Hring med midju { punkti v og geisla r mé stika med stikaferli ~ : [0, 27r] — C pannig ad

y(t) =m+ re? =m 4 r(cos@ + isinf).

4.1.4 Setning (Sja §3.1)

‘/Cf(z) dz

< [ 1G)1el < max £ [ 1d:] = max L)
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4.1.5 Setning (Sja Setningu 3.1.2)

Gerum rad fyrir ad X sé opid mengi og f € C(X). Ef f hefur stofnfall F', p.e.a.s. ef til er fall F' € O(X) pannig
ad F' = f,pder

[ #G)dz = Fe,) - Flu)

fyrir sérhvern veg v { X par sem w., er upphafspunktur -y og e,, er endapunkturinn. Sérstaklega gildir

Lf(z) dz =0

fyrir sérhvern lokadan veg v { X.

4.1.6 Fylgisetning. (Sja Setning 3.1.2)

Léatum X vera svedi { C (X er opid samanhangandi hlutmengi i C). Ef f er fagad 4 X og f'(z) = 0 fyrir o1l
z € X, paer f fastafall.

4.1.7 Setning Green (Upprifjun ur Staerofraedigreiningu Il)
Latum 2 vera opid mengi { planinu med jadar J€) sem vid gerum rad fyrir ad samanstandi af endanlega morgum

lokudum ferlum sem hver um sig er samfellt deildanlegur 4 koflum. Attum jadarinn jakvzett pannig ad ef gengid
er eftir jadri samkvemt gefinni stefnu pa er €2 4 vinstri hond. Ef f og g eru samfellt deildanleg foll pa er

/aszfdx+gdy://ﬂ (Owg — 0y f) dady.

Follin f og g mega lika vera tvinntolugild pvi pa reiknar madur raun- og pverhluta heildis sitt { hvoru lagi og
setningin gildir um hvort tveggja.

4.1.8 Skilgreining og upprifjun. (Sja §2.2)
Ritum z = x + iy og f = u + v. Setjum nd
Opf = Opu + 10,0 og Oy f = Oyu + 10yv.
Rifjum upp ad Wirtinger-afleidurnar eru skilgreindar med formilunum
0. = §(0uf —i0,f)  og  0cf = HDuf +i0, ).
Cauchy-Riemann jofnurnar 0,u = 9yv og Oyu = —0,v jafngilda pvi ad

O=f = X(0uf +id,f) = 0.

4.1.9 Cauchy-setning. (Sja Setning 3.3.1)
Latum X vera opid hlutmengi { C. Gerum rad fyrir ad 2 sé opid hlutmengi af X og ad 92 C X. Gerum enn

fremur rad fyrir ad jadarinn 02 samanstandi af endanlega mérgum sundurleegum lokudum einfoldum vegum sem
eru attadir jakvatt med tilliti til Q. Ef f € C*(X), pder

8Qfdz:z'//ﬂ(ag;f—i—iayf)dgr:dy.
Ef f € O(X), pder

fdz=0.
aQ
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4.1.10 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 3.3.2)

Opid mengi X Kkallast stjornusveedi med tilliti til punktsins o € X, ef linustrikid («, z) er innihaldid { X fyrir
sérhvert z € X. Vid segjum ad X sé stjornusvadi ef pad er stjornusvadi med tilliti til einhvers punkts.

4.1.11 Setning (Sja Setningu 3.3.3)

Ef X er stjérnusvedi med tilliti til punktsins «, pa hefur sérhvert f € O(X) stofnfall F' (p.e.a.s. F' = f), sem
gefid er med formulunni

(Z) /(a,z) ( ) ‘
og par med gildir

/fdzz()
~

fyrir sérhvern lokadan veg v { X.

4.1.12 Cauchy-formulan. (Sja Setningu 3.3.4)

Gerum r4d fyrir somu forsendum og i Cauchy-setningunni. Ef f € C'(X), p4 gildir um sérhvert 2 €  ad

RGN

12 =5m o0 C—2
_ L[ (9 +1i0,)f(C)
5 [ O e,
par sem breytan { heildinu er ¢ = £ + in. Ef f € O(X), pd er

o L[ 1@

270 Jon (2

dc.

4.2 Afleidingar Cauchy-setningarinnar

4.2.1 Meoalgildissetning (Sja Setningu 3.3.5)

Léatum X vera opid mengi i C, f € O(X), z € X og gerum r4d fyrir ad S(z,7) C X. P4 gildir

1 2m

f(2) f(z +re't)dt.

:%0

4.2.2 Setning (Sja Setningu 3.3.6)

Gerum rad fyrir ad forsendur Cauchy-setningarinnar séu uppfylltar og ad Q) sé marglida med einfaldar nillstodvar
Q1,...,0Q;, ogad engin peirra liggi 4 0€2. Pd er

G )y S
L= 200y
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4.2.3 Setning Morera (Sja Setningu 3.4.5)

Léatum X vera opid mengi i C, f € C'(X) og gerum rad fyrir ad
fdz=0
o0

fyrir sérhvert prihyrningssvaedi (2 pannig ad Q U 9 C X. bPder f € O(X).

4.2.4 Setning Goursat

Latum f vera tvinnt6lugilt fall skilgreint 4 opnu mengi X i C. Gerum rad fyrir ad f sé C-deildanlegt { sérhverjum
punkti{ X. Pder f fagad a X.

4.2.5 Cauchy-formulur fyrir afleidur. (Sja Setningu 3.4.1)

Litum X og ) vera eins og { Cauchy-setningunni og tokum z € 2. Pd er sérhvert f { O(X) dendanlega oft
deildanlegt 4 X, allar hlutafleidur af f eru fagud foll og

n n! J(¢

27

4.2.6 Cauchy-0jofnur. (Sja Fylgisetningu 3.4.2)
Ef X er opid hlutmengi af C, S(«a, 0) C X, f € O(X) og | f(2)| < M fyrir 6ll z € 9S(e, 0), bd er

17 (@)] < Mnl/o".

4.2.7 Setning Liouville (Sja Setningu 3.4.6)

Latum f € O(C) og gerum rad fyrir ad f sé takmarkad fall (p.e.a.s. til er fasti M pannig ad | f(z)| < M fyrir 61l
z € C). Paer f fasti.

4.2.8 Undirstédusetning algebrunnar (Sja Setningu 3.4.7)

Sérhver marglida af stigi > 1 hefur nillstod 1 C.

4.3 Fleiri afleidingar Cauchy-setningarinnar

4.3.1 Fraedilegur bakgrunnur. (Sja §3.5)

N munum vid fast vid spurninguna um hvenar m4 vixla rodinni 4 diffrun og summu og heildun og summu pegar
fengist er vid veldaradir. Svarid er ekki augljést og til ad gera petta almennilega parf ny hugtok og pénokkra
vinnu.

(A) Latum A C Cog f,, : A — C vera foll.

Segjum ad f,, — f med f : A — C ef fyrir sérhvert z € A gildir ad f,,(z) — f(z), p.e.as.efz € Apder
til fyrir sérhvert € > 0 tala N, (hugsanlega had z) pannig ad ef n > N, paer | f(z) — fn(2)] <.

Segjum ad f,, — f {jofnum meli par sem f : A — C ef fyrir sérhvert ¢ > 0 er til tala N pannig ad ef
n > Nbder|f(z) — fu(2)] < efyrir6ll z € A. (Sama N dugar fyrir 61l z € A.)
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(B) Latum nd X vera opid mengi { C og f,, : X — C vera foll. Ef f,, — f i jofnum meli 4 sérhverju lokudud
takmorkudu hlutmengi { X og follin f,, eru 61l samfelld pa er markgildid f lika samfellt 4 X.

Ef vy er veguri X paer

nh_)rréo/vfn(z) dz:/v<nh_>rrgofn(z)) dz:Af(z)dz

Ef follin f,, eru 61l figud pd er markgildid f lika figad og f; — f’ ({ jofnum meli 4 lokudum takmérkudum
hlutmengjum { X).

(C) (M -prof Weierstrass) Latum f,, vera runu falla sem 61l eru skilgreind 4 mengi A. Gerum rad fyrir ad My,
sé tala pannig ad | fi(2)| < M, fyrir 61l z € A og ad r6din Y - M, sé samleitin. Pd er rddin >~ f»
samleitin { jofnum meli 4 A ad fallinu f(z) = Y7, fn(2). (P.e.a.s. fallarunan g, = Zi:o Jn stefnir & f
i jofnum meeli 4 A.)

4.3.2 Setning Abels.

Skodum veldardd > 7 a,,(z — )™ med samleitnigeisla o > 0. Ef 0 < 7 < o b4 er veldarddin samleitin { jofnum
meli 4 opnu hringskifunni S(«, ).

Samkvamt ofangreindu gildir ad ef f(z) =Y.~ jan(z — )" pder

f(z) = Z nan(z — )"t

fyrir 61l « € S(a, o) og ef v er vegur { S(«, o) pd er

Af(ﬂdz=[y<§an(z—a)"> dzzri/yan(z—a)”dz.

4.3.3 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 3.6.2)

Ef X er opid hlutmengi af C, « € X og f € O(X), pé kallast veldartdin

> £(n)(q
Zf ( )(Z_a)n’

n!

n=0

Taylor-rod fagada fallsins f { punktinum «. Ef o = 0, pa kallast hiin Maclaurin-rod fagada fallsins f.

4.3.4 Setning (Sja Setningu 3.6.1)

Latum X vera opid hlutmengi af C, « € X, S(a,0) C X og f € O(X), pba er unnt ad setja f fram med
samleitinni veldardd 4 skifunni S(c, ¢),

JE) =Y auz-a)",  zeS(ao),

par sem studlarnir a,, eru 6tvirett dkvardadir og eru gefnir med

)

n!

Qn
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Samleitnigeisli radarinnar er sterri en eda jafn fjarlegdinni frd « 1t 4 jadar X.

Fyrir z € S(o, 0) er

f(z) = Z nan(z —a)" L

4.3.5 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 3.6.3)

Liatum f € O(X). Segjum ad « sé nillstdd f af stigi m (eda nullstéd af margfeldni m) ef f(a) = /(o) =--- =
Fm= (@) = 0en [ (a) # 0.

4.3.6 Setning (Sja Setningu 3.6.4)

Fall f € O(X) hefur ndllst6d af stigi m > 0 { punktinum o« € X pé og pvi adeins ad til sé g € O(X) pannig ad
g(@) # 0 0g

4.3.7 Samsendarsetning | (Sja Setningu 3.7.1)

Ef X ersvedi i C, f,g € O(X) og til er punktur o { X pannig ad f(")(a) = g™ (a) fyrir 61l n > 0, pd er
f(z) =g(z) fyriroll z € X.

4.3.8 Fylgisetning. (Sja Setningu 3.7.2)
Ef X er svedi og f € O(X) er ekki nillfallid, pa er ndllstodvamengi N'(f) = {z € X; f(z) = 0} fallsins

f dreift hlutmengi af X. (P.e.a.s. fyrir sérhvern punkt @ € X er til tala ¢ > 0 pannig ad hringskifan S(c, o)
inniheldur enga nullst6d f, nema hugsanlega «.)

4.3.9 Samsemdarsetning Il. (Sja Setningu 3.7.3)

Ef X er svaedi, f,g € O(X) og f(a;) = g(a;) bar sem {a;} er runa af likum punktum, sem hefur markgildi
a€ X,pder f(z) =g(z) fyrir6ll z € X.

4.3.10 Hagildislégmal | (Sja Setningu 3.8.1)

Ef X er svedi og f € O(X), bd getur | f(z)| ekki haft stadbundid hdgildi { X nema f sé fastafall.

4.3.11 Hagildislégmal Il (Sja Setning 3.8.2)

Latum X vera takmarkad svedi og f € O(X) N C(X) (samfellt 4 lokuninni X). P4 tekur | f(z)| hagildi 4 jadri
svaedisins 0.X.
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KAFLI D

Leifareikningur

Big flashy things have my name written all over them. Well. .. not yet, give me time and a crayon.

- The Doctor, Doctor Who

5.1 Laurent-radir og sérstédupunktar

5.1.1 Skilgreining (Sja §4.1)

Mengi af gerdinni
Ala,01,02) ={2 € C| o1 < |z —a| < o2}

par sem 0 < p; < p2 < +o0 kallast opinn hringkragi med midju { v, innri geisla g;, og ytri geisla gs.

5.1.2 Setning (Sja Setningu 4.1.1) (Laurent)

Latum X vera opid hlutmengi af C og gerum rad fyrir ad A(«, 01, 02) C X. Ef f € O(X), pé er unnt ad skrifa f
sem

+oo
f(Z) = Z a”ﬂ(z - a)n’ Z € A(a791792>7
studlar radarinnar a,, eru gefnir med formuilunni
1

" 2mi S (a,r) (C - a)n-{-l

og r getur verid hvada tala sem er 4 bilinu |g1, 02[. R63in

+oo
Z an(z —a)"
n=0

er samleitin ef |z — a| < g2 og r6din

-1

Z an(z — )"

n—=—oo

er samleitin ef |z — «| > p1. Bddar radir eru samleitnar 4 opna hringkraganum A(«, 01, 02).
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5.1.3 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 4.1.2)

R60 af gerdinni

+oo
Z an(z —a)"”

kallast Laurent-rd. Innri samleitnigeisli radarinnar g; er skilgreindur sem nedra mark yfir o = |z — «/| pannig ad

er samleitin, ytri samleitnigeisli radarinnar oo er skilgreindur sem efra mark yfir 61l ¢ = |z — «| pannig ad

—+oo
Z an(z —a)"
n=0

er samleitin. Ef o1 < g2 ba segjum vid ad Laurent-rodin sé samleitin.

5.1.4 Skilgreining (Sja §4.2)

Gefin er Laurent-rod

+oo
Z an(z —a)”

fyrir fagad fall f. Studullinn a_, kallast leif Laurent-radarinnar eda leif f i « og er tdknadur Res(f, &) og rodin

-1

Z an(z —a)”

n=—oo

kallast hofudhluti Laurent-radarinnar eda hofudhluti fallsins f { punktinum .

5.1.5 Skilgreining (Sja §4.2)
Punktur o { mengi A kallast einangradur punktur { A ef til er opin hringskifa med midju i o sem inniheldur engan
punkt ur A nema c.

Litum f € O(X). Ef « € C\ X er einangradur punktur { A = C \ X pé nefnist v einangradur sérstédupunktur

f.

5.1.6 Skilgreining (Sja §4.2)

Latum « vera einangradan sérstodupunkt fyrir fagad fall f. Ritum Laurent-r6d f { a sem

+oo
Zan(z —a)™.

(i) o er sagdur afmdanlegur sérstodupunktur ef hofudhluti Laurent-radarinnar er 0, p.e.a.s. a,, = 0 fyrir 61l
n < -—1.

(i) « er sagt vera skaut ef hofudhluti Laurent-radarinnar er endanlegur en ekki 0. Skautid er sagt hafa stig m ef
a_m # 0ena, = 0 fyrirolln < —m.

(iii) « er sagt vera verulegur sérstodupunktur ef hofudhluti Laurent-radarinnar er éendanlegur.
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5.1.7 Setning (Sja §4.2 og Setningu 4.2.1)

Einangradur sérstodupunktur « fagada fallsins f sem skilgreint er 4 opnu mengi X er afmaanlegur ef og adeins ef
tilerr > 00g g € O(S(a, 7)) pannig ad S*(a, ) C X og f(z) = g(z) fyrir6ll z € S*(a, 7).

5.1.8 Setning Riemanns.

Ef « er einangradur sérstodupunktur fagada fallsins f, og lim,_,,(z — «)f(z) = 0, pd er « afmdanlegur sér-
stodupunktur.

5.1.9 Setning (Sja §4.2)

Latum f vera fagad fall 4 opnu mengi X og « vera einangradan sérstodupunkt fallsins f. Sérstddupunkturinn «
er skaut af stigi m > 0, ef og adeins ef til er fagad fall g € O(U), par sem U er grennd um «, pannig ad g(a) # 0

og

f(z) = ﬂ, ze U\ {a}.

5.1.10 Setning

Fall f hefur skaut { « ef og adeins ef | f(z)| — 400 pegar z — .

5.1.11 Setning (Stéra Picard-setningin.)

Ef « er verulegur sérstodupunktur fagads falls f pa gildir ad fyrir sérhvert § > 0 ad mengid
f(5%(,6)) ={f(2) | z € 57(,6)}

er annadhvort allt C eda til jafnt og C \ {zo} par sem z er einhver fost tvinntala.

5.1.12 Setning (Sja §4.4, j6fnur 4.4.3 og 4.4.4)

Latum f vera fagad fall og « skaut f.
(i) Ef skautid er einfalt (af stigi 1) pa er
Res(/.a) = lim (= — )/ (2)
(i) Ef skautid er af stigi m og vid ritum f(z) = ¢g(z)/(z — @)™ bannig ad g(«) # 0 pd er

(m=1) (g
Res(f,a) = g(m—l()')

5.2 Leifasetningin

5.2.1 Leifasetningin (Sja Setningu 4.3.1)

Latum X vera opid hlutmengi { C og latum €2 vera opid hlutmengi af X sem uppfyllir somu forsendur og {
Cauchy-setningunni. Latum A vera dreift hlutmengi af X sem sker ekki jadarinn 00 4 Q. Ef f € O(X \ A), pd
er

-~ f(z)dz = 2mi Z Res(f, a).

acQNA

(Sja §4.4, jofnur 4.4.3 og 4.4.4) Latum f vera fagad fall og o skaut f.

5.2. Leifasetningin 31



Steerdfraedigreining lll, Utgafa 2020

(1) Ef skautid er einfalt (af stigi 1) pd er
Res(f,a) = lim (z — ) f(2).
Z—rQ
(ii) Ef skautid er af stigi m og vid ritum f(z) = g(2)/(z — «)™ fyrir z { gatadri grennd um « pannig ad
g(a) # 0 pder

(m=1) (4,
Res(f,a) = g(m—l()')

5.2.2 Setning (Sja §4.4, j6fnur 4.4.6 og 4.4.7)

Gerum rad fyrir ad f(z) = g(z)/h(z) i grennd vid punkt o par sem g() # 0 og « er m-fold nullstsd fallsins h
og h(z) = (z — a)™hy(z) par sem hq(a) # 0. Pd er f med skaut af stigi m { a.

Ef m =1péaer

Res(f, a) =

Ef m > 1pder

L (e0)
Res(f.0) = T =1 " g <h1<z))

Z=x

5.2.3 Setning (Sja §4.5)

Léatum f(x,y) vera fall af tveimur breytum sem er skilgreint 4 opnu mengi sem inniheldur einingarhringinn 22 +
y? = 1. Gerum r&d fyrir ad til sé dreift mengi A sem inniheldur enga punkta dr einingarhringnum 95(0, 1) og
opid mengi X sem inniheldur S(0, 1) pannig ad fallid

12

2241 22-1\ 1
g(’z)f( 22 2@'2)

sé fagadd X \ A. Pder

27
/ f(cosB,sinb) dh = / g(z)dz
0 95(0,1)
= 2mi Z Res(g(2), ).

a€ANS(0,1)

5.2.4 Setning (Sja §4.5)

Létum f vera fall sem er fdgad 4 menginu C \ A par sem A er dreift mengi. Gerum rad fyrir ad { menginu A séu
engar rauntolur. Fyrir rauntslu r > 0 ldtum vid 7,.(6) = re?® med 0 < 6 < 7 vera stikunn 4 hringboganum { efra
hélfplaninu H frd r til —r. Ef

/ f(z)dz——0

pa er
/00 f(z)dx = 2mi Z Res(f, a).
e a€EANH L

(Efra halfplanid H er mengi allra tvinntalna z pannig ad Im z > 0. Haegt er ad setja fram dlika setningu par sem
er tekinn s hringbogi sem liggur { nedra halfplaninu H_ = {z € C | Im 2z < 0}.)
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KAFLI O

Pyd foll og fagadar varpanir

Bow ties are cool!

- The Doctor, Doctor Who

6.1 byd foll

Skilgreining (Sja §5.1) Nabla-virkinn { tveimur viddum er diffurvirki sem er skilgreindur sem vigur

0 0
V=575
ox’ Oy
Ef ¢(x,y) er diffranlegt fall p4 er stigull f skilgreindur sem
dp Oy
v = (77 7)7
/ dxr’ Oy

ogef F = (Fy, F5) er vigursvid pd er sundurleitni F' skilgreind sem

oF, O0F,
F=21422
v Or * dy

6.1.1 Skilgreining (Sja §5.1)

Laplace-virkinn { tveimur viddum er diffurvirki sem er skilgreindur med formulunni

0? 0?
A=V?=_—— +—
0x2 = Oy?
pannig ad ef p(x,y) er diffranlegt fall pa er
2 2
Ap= T8 0%
ox? = Oy?
Laplace-jafnan er hlutafleidujafnan Ay = 0 eda
o o _
0x2 Oy ’
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6.1.2 Skilgreining

Latum X vera opid hlutmengi { C. Ritum z = x + ¢y. Fall u : X — R sem er pannig ad allar 2. stigs hlutafleidur
eru skilgreindar og samfelldar 4 6llu X er sagt vera pytt ef { 6llum punktum z € X er

0%u 0%u

(Oft er hentugt ad samsama C og R? og hugsa um u sem fall af tveimur raunbreytum.)

6.1.3 Setning (Sja Setning 5.1.2)

Ef f er fagad fall 4 opnu mengi X i C, pderu u = Re f ogv = Im f pyd foll og stiglar peirra eru hornréttir {
sérhverjum punkti 1 X. Ef X er svaedi og annad hvort u eda v er fastafall, pa er hitt fallid pad lika.

6.1.4 Skilgreining

Svedi X 1 C er sagt vera einfaldlega samanhangandi ef ekki er til einfaldur lokadur vegur { X pannig ad punktur
tir C \ X er innan ferilsins. (A mannaméli p4 er mengi einfaldlega samanhangandi ef pad hefur engin ,,g6t*.)

6.1.5 Setning (Sja Setning 5.1.5)

Latum X vera einfaldlega samanhangandi svaedi { C og v : C — R pytt fall 4 X. P4 er til fagad fall f skilgreint 4
X pannig ad u = Re f. Fallid f hefur formulu

£:) = ula) +ic+2 | ‘2—2‘(0 &,

par sem a € X er einhver fastur punktur, c er rauntdlufasti og 7, er einhver vegur { X med upphafspunkt a og
lokapunkt C.

Ef X er svadi { C sem er ekki einfaldlega samanhangandi p4 er alltaf til pytt fall u skilgreint & X pannig ad ekki
er til neitt fagad fall f 4 X med u = Re f.

6.1.6 Fylgisetning

Létum x vera opid mengi og u pytt fall 4 x. Latum o € X. Ef r > 0 er tala pannig ad S(a, ) C X b4 er til fagad
fall f, skilgreint 4 S(cv, r) pannig ad fyrir 61l z € S(a, ) er u(z) = Re f(2).

6.1.7 Medalgildissetningin fyrir pyo foll

Latum v vera pytt fall skilgreint 4 opnu mengi X og a@ = z¢ + iyp € X. Latum ¢ > 0 vera tdlu pannig ad
S(a,0) C X.Fyrir0 <r < ger

1 2m )
u(a) = %/o u(a + re't) dt.

Ef vid sams6mum tvinntalnaplanid vid R? p4 verdur formilan svona

27
u(zo, o) = ﬂ/ u(xg + rcost,yo + rsint) d.
0

6.1.8 Hagildislégmalio fyrir pyo 6l

Latum w vera pytt fall skilgreint 4 svedi X . Fallid u tekur engin stadbundin utgildi 4 X, nema pegar u er fastafall.
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6.2 Hagnytingar i straumfraedi

6.2.1 Skilgreining (Sja Staerofradigreiningu ll)

Létum X vera opid mengi { planinu R?. Vigursvid V(z,y) = (p(x,v), q(z,y)) er skilgreint & X og vid gerum
140 fyrir ad allar peer hlutafleidur sem vid munum purfa 4 ad halda séu skilgreindar og samfelldar 4 6llu X.

6.2.2 Tulkun

Vid hugsum okkur ad vigursvidid lysi vokvafledi { planinu pannig ad { punkti (z,y) pa er V(z,y) hradavigur
agnar sem berst med vokvanum. Vokvafledid hér breytist ekki med tima.

6.2.3 Straumlinur

Straumlina er ferill { R? sem gefur braut agnar sem berst med vokvanum. Mest lysandi fyrir straumlinur er ad
finna stikunn +(¢) pannig ad ef 6gnin er { punktinum (o, yo) = v(0) 4 tima ¢ = 0 pa er hdn { punktinum ~(¢) 4
tima ¢.

6.2.4 Osampjappanlegur vokvi

Gerum rad fyrir ad vokvinn sé hvergi ad pjappast saman eda penjast tit. Petta segir ad ef vid latum (2 vera
svedi 1 X pannig ad jadar 2 er einfaldur lokadur ferill pa er ,,netté“fledid ut ur ) jafnt of 0. Med visan til
Sundurleitnisetningarinnar pd mé lysa pessum eiginleika med pvi ad V sé sundurleitnilaus, p.e.a.s.

o , %4 _

or Oy 0.

6.2.5 Engir hvirflar

Gerum einnig r4d fyrir ad engir hvirflar séu { vokvafledinu. Vid viljum ad hringstreymid eftir sérhverjum lokudum
einfoldum ferli sé 0. Med visan til Setningar Green (eda Setningar Stokes) pa er petta jafngilt pvi ad krefjast pess
ad vigursvidio sé rétlaust, p.e.a.s.

dq 8p_0
or Oy

6.2.6 Maetti

Fall ¢ : X — R kallast (raun)metti fyrir V ef V(z,y) = Vo(z,y) { 6llum punktum (z,y) € X.

6.2.7 Skipt um umhverfi

Litum nd 4 tvinntalnaplanid C og planid R? sem sama hlutinn. Ritum nd z = = + iy og V(2) = p(z) + iq(2).
Hér litum vid 4 Vsem fall V : X — C.

6.2.8 Setning (Sja §5.2)

Fallid V : X — Cparsem V = p — iger fagad 4 X.

Ef f = o + i1 er figad fall 4 X pannig ad f' = V pder Vo = V. Straumlinur V eru svo jafnhadarlinur fallsins
.
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6.2.9 Skilgreining (Sja §5.2)

Fallid f kallast tvinnmeetti fyrir V, fallid ¢ : X — R kallast raunmeetti fyrir V og fallid ¢/ : X — R kallast
streymisfall.
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KAFLI /

Undirst6duatridi um afleidujéfnur

I love humans. Always seeing patterns in things that aren’t there.”

- The Doctor, Doctor Who

7.1 Afleidujofnur

7.1.1 Skilgreining (Sja §6.1)

Venjuleg afleidujafna (eda bara afleidujafna eda diffurjafna) er jafna sem lysir sambandinu 4 milli gilda falls af
einni breytisterd og gilda afleidu pess.

7.1.2 Uppsetning (Sja §6.1)
Sérhverja afleidujofnu ma rita 4 forminu
F(t,u, o/ u”,. ., ul™) =0

par sem vid hugsum okkur ad ¢ sé breytisterd, sem tekur gildi { einhverju hlutmengi A af R og ad u sé 6pekkt fall
sem skilgreint er 4 A og tekur gildi { R, C eda jafnvel R™.

Lausn 4 afleidujofnunni er fall u skilgreint 4 opnu bili I { A pannig ad fyrir 61l ¢ € I er

F(t,u(t),u (t),u"(t),...,ul™(t) = 0.

7.1.3 Skilgreining (Sja §6.1)

Stig afleidujofnu er hasta stig 4 afleidu, sem kemur fyrir { jofnunni. Vid segjum ad m-ta stigs afleidujafna sé 4
stadalformi pegar hiin hefur verid umritud yfir { jafngilda j6fnu af taginu

u™ = Gt u, . umTY),
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7.1.4 Grundvallarspurningar

Ef gefin er afleidujafna er pa endilega til lausn?
Er haegt ad finna lausn sem uppfyllir tiltekin vidbétarskilyrdi, t.d. lausn v pannig ad u(a) = b?

Eftil er lausn er hiin pa Stvirett akvordud? Hvernig vidbotarskilyrdum parf ad baeta vid til ad fa 6tvirett dkvardada
lausn?

Hvernig finnur madur lausn?

Ef madur getur ekki fundid beina formdlu fyrir lausn er samt haegt ad dlykta eitthvad um eiginleika lausnar?

7.1.5 Skilgreining (Sja §6.1)
Afleidujafna af gerdinni

o ()™ + 1 (D™D g ()u = (1),

par sem follin ag, . . . , am, f eru skilgreind 4 bili I C R, er s6gd vera linuleg. Linuleg afleidujafna er s6gd 6hlidrud
ef fallid f(t) { heegri hlid er fastafallid 0 en hlidrud annars.

7.1.6 Skilgreining (Sja §6.3)

Afleidujofnuhneppi (ndkvemar, venjulegt afleidujofnuhneppi) er safn af jofnum sem lysa sambandi milli gilda

Opekktra falla uq, . .., u af einni breytisterd og gilda 4 einstokum afleidum peirra. Venjulegt afleidujofnuhneppi

er alltaf haegt ad umrita yfir { jofnur af gerdinni
Fj(t,ul,...,uk,u’l,...,u;w...7u§m),...,u,(€m)) =0,

par sem ¢ taknar breytisteerdina, uy, . . . , ug eru 6pekktu f6llin og follin £, . . ., F; taka gildi { R eda C. Til pess ad
einfalda rithéttinn, pa skilgreinum vid vigurgildu fsllin v = (u1,...,ux) og F = (F,..., F;). P4 eru jéfnurnar
hér ad ofan jafngildar vigurjofnunni

F(t,u, o/, ..., ul™) =0.

Lausn jofnunnar er vigurfall w = (uq, ..., ux) par sem f6llin wy, - - - , uy eru 6ll skilgreind 4 opnu bili I, pannig
ad vigurinn u(¢) er { skilgreiningarmengi fallsins F' fyrir 61l ¢ € I og uppfyllir jéfnuna.

Stig afleidujofnuhneppis er skilgreint sem heasta stig 4 afleidu sem kemur fyrir { jofnunni.

7.1.7 Skilgreining (Sja §6.3)

Vid segjum ad hneppid sé 4 stadalformi, ef fjoldi jafna og fjoldi 6pekktra falla er sa sami og pad ma rita & forminu

up = Gt ur, ...y Um),
uh = Ga(t,ur, ..., Unm),
ul, = Gu(tug, ..U,

7.1.8 Skilgreining (Sja §6.3)

Vid segjum ad fyrsta stigs afleidujofnuhneppi sé linulegt ef pad ma rita 4 forminu

u) = ay1()ug + - + a1 (H)um + f1(t),
uhy = a1 (E)ur + -+ + g (H)um + fa(t),

uin = aml(t)ul + -+ amm(t)um + fm(t)'
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Vid segjum ad hneppid sé 6hlidrad ef f; er nillfallid fyrir 611 7 og vid segjum ad pad sé hlidrad annars.

7.1.9 Setning (Sja §6.3)
Sérhverja venjulega afleidujofnu 4 stadalformi
o™ = G(t,v, 0, ... 0mY)

ma umrita sem jafngilt afleidujofnuhneppi (lausnir afleidujofnunnar gefa lausnir 4 hneppinu og 6fugt) sem er
fundid pannig ad vid setjum

/ m—1
Uy =, Ug = Uy, ... Upy = ™™D
og jofnuhneppid er

/

u1 = U2

uy = us

!/
u :G(tau17u27 7Um)

7.1.10 Skilgreining (Sja §6.4)

Upphafsgildisverkefni sndast um ad leysa afleidujofnu eda afleidujofnuhneppi med pvi hlidarskilyrdi ad lausnin
og einhverjar afleidur hennar taki fyrirfram gefin gildi { dkvednum punkti.

7.1.11 Upphafsgildisverkefni fyrir linulega afleidujofnu (Sja §6.4)

Upphafsgildisverkefni fyrir linulega m-ta stigs afleidujofnu er sett fram sem

am ()0 4 - 4 ay () + ao(t)v = g(t), tel,
v(a) =bo, v'(a)=by, ... 0" V(a)="by 1.

bad ad leysa upphafgildis verkefnid felst { pvi ad finna lausn v 4 afleidujofnunni sem uppfyllir skilyrdin um gildi
dv(a),..., v V(a).

7.1.12 Skilgreining (Sja §6.5)
Jadargildisverkefni sndast um ad leysa afleidujofnu
u™ = f(t,u,d, ... umD)
af stigi m 4 takmorkudu bili I = [a, b] med skilyrdum & einhver gildanna (ekki endilega 611)

u(a), v'(a),..., u™ 1V (a) 0g w(D), u(b),..., u™ V().

7.1.13 Utfeersla jadargildisverkefna

Skilyrdi eru venjulega sett fram pannig ad dkvednar linulegar samantektir af pessum fallgildum og afleidum eigi
ad taka fyrirfram gefin gildi. Fyrir annars stigs jofnu geta jadarskilyrdin til demis verid
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7.1.14 Skilgreining

Hlutafleidujafna er jafna sem lysir sambandinu 4 milli gilda falls af fleiri en einni breytisterd og einstakra hlutaf-
leida pess.

7.2 Upprifjun a lausnaadferoum og hagnytingar

7.2.1 Linulegar fyrsta stigs jofnur
Almenna linulega fyrsta stigs afleidujofnu ma rita 4 forminu
u 4+ p(t)u = q(t).

Skilgreinum p(t) = [ p(t) dt (eitthvert stofnfall). P4 er

u(t) = e #® /e“(t)q(t) dt

lausn 4 afleidujofnunni. (Pegar pid reiknid x(¢t) = [ p(t) dt ba megid bid sleppa heildunarfasta, en ekki pegar pid
reiknid heildid [ e*®q(t) dt.)

7.2.2 Fyrsta stigs adgreinanlegar afleidujéfnur

Fyrsta stigs afleidujafna sem hagt er ad rita 4 forminu

du

o = H(B)g(w)

kallast adgreinanleg (e. seperable). (Hagri hlid m4d patta pannig ad annar patturinn er bara fall af £ og hinn
péatturinn er bara fall af u.)

Umritum jofnuna yfir 4 formid

(Ekkert ¢ { vinstri hlid, ekkert v { haegri hlid.) Sidan smellum vid heildum 4 badar hlidar og faum ad

/;(iz) :/f(t)dt.

Reiknum stofnf6ll og munum eftir ad setja inn heildunarfasta (einn er ndg). P4 hofum vid jofnu sem tengir saman
t og u og ut fra peirri jofnu ma fa upplysingar um eiginleika lausnarinnar u.

Stundum er haegt ad einangra u og fa pannig formulu fyrir lausn afleidujofnunnar.

7.2.3 Annars stigs ohlidradar linulegar afleidujofnur med fastastudlum

Finna 4 lausn 4 afleidujofnu au” + bu’ + cu = 0. Kennijafna hennar er aA? + b\ + ¢ = 0.
(i) Kennijafnan a\? + b\ + ¢ = 0 hefur tvaer likar rauntolulausnir A\, og \y. Fallid
u(t) = AeM! 4+ Bet?t
er alltaf lausn sama hvernig fastarnir A og B eru valdir og sérhverja lausn ma rita 4 pessu formi.
(ii) Kennijafnan a\? 4+ b\ 4 ¢ = 0 hefur bara eina rauntlulausn k = —%. Fallid
u(t) = Ae* 4 BteM

er alltaf lausn sama hvernig fastarnir A og B eru valdir og sérhverja lausn ma rita a pessu formi.
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(iii) Kennijafnan aA? + b\ + ¢ = 0 hefur engar raunt6lulausnir. Setjum k = f% ogw = 7“““22_[’2. Ratur

kennijofnunnar eru \; = k + iw og A\ = k — iw. Fallid
u(t) = Ae* cos(wt) + Bek! sin(wt)

er alltaf lausn sama hvernig fastarnir A og B eru valdir og sérhverja lausn ma rita 4 pessu formi.

7.3 Tilvist og 6tviraedni lausna

7.3.1 Setning Peano (Sja Setningu 6.6.1)

Gerum r4d fyrir ad ) sé grennd um punktinn (a,b) € R x R™ og ad f € C(2,R™). P4 er til opid bil I sem
inniheldur punktinn @ og fall v : I — R™, pannig ad (¢, u(t)) € Q, v/(t) = f(¢, u(t)) fyrir6ll ¢t € I og u(a) = 0.

7.3.2 Daemi (Sja Synideemi 6.6.2)

Athugum upphafsgildisverkefnid v’ = 3u?/3, u(0) = 0. Fyrir séthvert & > 0 fium vid lausnina u,, sem
skilgreind er med

U (t) = —a<t<a,

(t+a), t<-—a,
0,
t—a3, a <t
(

)

Petta deemi synir okkur ad til pess ad fa otvirett dkvardada lausn purfum vid ad setja einhver strangari skilyrdi 4
f en samfelldni.

7.3.3 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 6.6.3)
Latum f : Q — R™ vera fall, par sem 2 C R x R™ og A C Q. Ef'til er fasti C pannig ad

|f(t,$£‘)—f(t,y)| §C|x—y|, (tvx)7(t7y) €A7

pa segjum vid ad f uppfylli Lipschitz—skilyrdi i menginu A.

7.3.4 Setning (Sja Setningu 6.6.5) (Picard. Viofedm utgafa.)

Liatum I C R vera opid bil, a € I, b € R™, f € C(I x R™,R™) og gerum rad fyrir ad f uppfylli
Lipschitz—skilyrdi 1 J x R™ fyrir sérhvert lokad og takmarkad hlutbil J { I. P4 er til 6tvirett dkvordud lausn
u € C(I,R™) 4 upphafsgildisverkefninu

u = f(t,u), u(a) = b.

7.3.5 Fylgisetning. (Sja Fylgisetningu 6.6.6)

Litum I C R veraopid bil,a € I,b € C™, A € C(I,C™*™)og f € C(I,C™). P4 er til 6tvirett dkvordud
lausn u € C1(I,C™) 4 upphafsgildisverkefninu

u = A(t)u + f(t) u(a) = b.
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7.3.6 Fylgisetning. (Sja Fylgisetningu 6.6.7)

Litum I C R veraopid bil, a € I, by,...,bpm—1 € C,ag,...,am,g € C(I) 0g a,,(t) # 0 fyrir6ll ¢ € I. Pd er
til Gtviraett dkvordud lausn u € C™(I) 4 upphafsgildisverkefninu

am ()u™ + -+ ar () + ao(t)u = g(t),

’lL(a) = bo,u’(a) =by,... ,’U,(m_l)(a,) =by—1.

7.3.7 Setning (Sja Setningu 6.6.8) (Picard. Stadbundin utgafa.)

Létum € vera opid hlutmengi { R x R™, ¢ € R, b € R™, (a,b) € Qog f € C(Q,R™). Gerum rad fyrir ad til sé
grennd U um punktinn (a, b) innihaldin { 2 og ad fallid f uppfylli Lipschitz—skilyrdi { U. P4 er til opid bil 7 4 R
sem inniheldur a og 6tviraett 4kvordud lausn v € C1 (I, R™) 4 upphafsgildisverkefninu

u = f(t,u), u(a) = b.

7.3.8 Picard-nalgun. (Sja Synidaemi 6.6.10 og 6.6.11)

®

Upphafsgildisverkefnid
u = f(t,u), u(a) = b,

er jafngilt heildisjofnunni (lausn upphafsgildisverkefnis er lausn heildisjofnu og 6fugt)

(i)

¢
u:bJr/ flr,u)dr.

Gerum r4ad fyrir ad fallid f (¢, u) uppfylli Lipschitz-skilyrdi eins og i Skilgreiningu 15.3. Latum ug(t) = b
fyrir 61l ¢t € I. Skilgreinum svo runu falla u;, ug, . .. med prepun pannig ad fyrirn > 1 er

Un (t) :b+/ fr up—1(7)) dr.

Runan ug, u1, ug, . . . hefur sem markgildi fall « sem er lausn 4 upphafsgildisverkefninu

u = f(t,u), u(a) = b.

7.3.9 Merking tilvistar- og étvireednisetninga

Skodum upphafsgildisverkefni

u = f(t,u), u(a) = b,

par sem fallid f (¢, u) uppfyllir Lipschitz-skilyrdi. Hugsum okkur ad afleidujafnan 1ysi ,.kerfi“ og ad vid pekkjum
astand pess ,,nina‘“ pegar timinn er ¢t = a.

®
(ii)

(iii)

(iv)

Lausn er til!

Lausnin er otvirett dkvordud. Ef vid vitum astand kerfisins nina pd getum vid sagt fyrir med 6tviredum
heetti fyrir um astand pess { framtidinni.

Upphafsgildid er oft fengid med mealingum og pd ma buast vid meliskekkju. Adferdina vid ad sanna
otviredni lausnar ma nyta til ad syna ad ,,lausnin breytist samfellt” ef upphafsgildi er breytt. Hundalégikin
er ad ,,litil*“ skekkja { upphafsgildi leidir til , litillar* skekkju { lausn. (Athugid ad pegar gildi lausna i punkti
t ,Jangt“ frdi t = a eru skodud pa getur verid mikill munur 4 ,,réttri“ lausn og lausn sem fengin er ut fra
meligildi.)

Alla jafna md lika segja ad ,,Jausnin breytist samfellt” med f (¢, u). Studlar sem koma fyrir i f(u,t) eru oft
fengnir med melingum. Petta er fl6kid vidfangsefni og mogulegt ad hegdun lausnar gjorbreytist vid sma
breytingu { studlum { afleidujéfnu.
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KAFLI 8

Linulegar afleidujofnur

This,” whispered the Doctor to Romana, ‘is going to be like trying to find a book about needles in a room full of
books about haystacks.

- The Doctor, Doctor Who

8.1 Linulegar afleidujéfnur

8.1.1 Athugasemd

Umfjollun 4 pessu efni verdur skyrari ef vid leyfum follunum sem fengist er vid ad taka ekki bara rauntolugildi
heldur lika tvinntolugildi. Fastar og studlar sem koma fyrir geta pvi verid tvinntolur og purfa ekki ad vera rauntolur.
Breytistedirnar i follunum, oftast tdknadar med ¢ eda x, eru hinsvegar alltaf rauntolur.

8.1.2 Skilgreining (Sja §7.1)

Afleidujafna af gerdinni
am (O)u™ + @y (™Y + e (U + ao(t)u = f(2),

par sem follin a, . .., am, f eru skilgreind 4 bili I C R, er sogd vera linuleg afleidujafna. Vid segjum ad jatnan
sé 6hlidrud ef f er nillfallid, annars er sagt ad hin sé hlidrud.

Fyrir sérhvern punkt ¢ € I feest marglida i einni breytisterd A
P(t,A) = am(O)A" 4+ @m_1 (N1 + -+ a1 ()X + ao(t),

sem er kollud kennimarglida jofnunnar.

8.1.3 Skilgreining og setning (Sja §7.1)

Latum ag(t), ..., am(t) vera samfelld foll sem eru o1l skilgreind 4 bili 7. Rifjum upp ad mengi samfelldra falla
sem eru skilgreind 4 I er tdknad C'(I) og mengi falla 4 I sem eru m-sinnum diffranleg med samfellda m-tu afleidu
er taknad C™(I). Skilgreinum afleiduvirkja L : C™(I) — C(I) pannig ad fyrir fall u(t) € C™(I) er

Lu(t) = am () ul™ () + a1 ()u™ () + - + a1 (t)u/ (t) + ao(t)u(t).
Pegar mengin C(I) og C™(I) eru skodud sem vigurrim yfir C pé er vorpunin L linuleg.
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8.1.4 Skilgreining (Sja §7.1)

Skilgreinum virkja D : C1(I) — C(I) par sem I er bil pannig ad Du = «/. Latum ag(t),...,an(t) vera
samfelld foll sem eru 61l skilgreind 4 bili I og setjum

P(t,D) = a4y (t)D™ + a1 () D™ + -+ 4 a1 (£)D + ag(t).

Ef L er afleiduvirkinn sem er skilgreindur hér ad ofan pd er Lu = P(¢t, D)u fyrir 611 f6ll w € C™(I).

8.1.5 Setning (Sja §7.1)

Kjarni eda nillrim virkjans P(t, D) samanstendur af 6llum lausnum v 4 6hlidrudu jofnunni P(¢, D)u = 0. Fyrst
P(t, D) er linulegur virki, pa er ndllrdmid vigurrim yfir tvinntdlurnar. Vid tdknum pad med N (P(t, D)).

8.1.6 Fylgisetning (Sja Setningu 7.1.3)

Létum ag(t), ..., an(t) vera samfelld 61l sem eru 611 skilgreind 4 bili 7. Gerum rad fyrir ad a,, (t) # 0 fyrir 611
t € I. Tileru foll uy, ..., u,, skilgreind 4 I pannig ad sérhverja lausn 4 afleidujofnunni

()™ 4 a1 (u™ Y - ay (B + ag(t)u = 0,
miritasemu = cjuy + - -+ + Cp Uy parsemcy, . . ., ¢y, eru fastar. Follin uy, . . . , u,, mynda grunn fyrir nillrim
virkjans P(t, D).
8.1.7 Fylgisetning (Sja Setningu 7.1.4)

Latum ag(t),...,am(t), f(t) vera samfelld 51l sem eru 61l skilgreind 4 bili 1. Ef v(¢) er einhver ein lausn
(;,sérlausn®) afleidujofnunnar

am(t)u(m) + am,l(t)u(m_l) + ot ar (U + ao(t)u = f(1),

pa ma rita sérhverja lausn sem v = cyuy + - - - + ¢y, + v par sem cy, . . ., ¢y, eru fastar og follin uq, ..., Uy,
mynda grunn fyrir nillrim virkjans P(¢, D).

Linulega samantektin ciu; + - - - + ¢ Uy, gefur almenna lausnarformulu fyrir afleidujofnuna
A ()™ 4 @y 1 (D™D 4y () + ao(t)u = 0.

Sérhverja lausn m4 pvi rita sem (lausn 6hlidradar)+(dkvedin sérlausn).

8.1.8 Skilgreining (Sja §7.2)
Afleidujafna 4 forminu
amu™ + - agu + agu = f(t)
par sem ag, aq, . .., a,, eru fastar kallast linuleg m-ta stigs afleidujafna med fastastudla. Kennimarglida hennar er

P\) =an A"+ -+ a1 A + ap.
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8.1.9 Setning (Sja Setningu 7.2.1)

Gerum r4ad fyrir ad P(D) sé linulegur afleiduvirki af m med fastastudla og ad kennimarglidan P()) hafi ¢ élikar

ndllstédvar Aq, ..., Ay € C med margfeldnina my, ..., my. P4 mynda follin
et gt L pmTleht
er2t getet o gmeTletet
e)‘”, teret L gme et

grunn { ndllrdmi virkjans P(D) og sérhvert stak { ndllriminu m4 rita sem
q(t)eM - ge(t)eM,

par sem ¢; eru marglidur af stigi < m;, 1 < j < /L.

8.1.10 Athugasemd

Latum ay, . . ., a,, vera rauntdlur. Viljum finna raungildar lausnir
anu™ + -+ ayu’ + agu = 0.

Hugsum okkur ad A = o + i3 sé m-fold rét kennimarglidu afleidujofnunar. Paer 4 = A = o — i3 lika m-fold
rét kennijofnu. Pegar grunnur fyrir lausnardmid er skrifadur m4 {1 stad

eMoteM e et et g lent
hafa { grunninum raungildu f6llin

e cos(ft), te™ cos(Bt), ..., t™ e cos(Bt), e sin(Bt), te“ sin(Bt), . .., ™ Le™ sin(St).

8.1.11 Skilgreining (Sja §7.3)

Afleidujafna af gerdinni
ama™u™ 4 .-+ ayzu’ + agu = 0,

par sem studlarnir ag, ..., a,, eru tvinntolur, kallast m-ta stigs Euler-jafna (sumsstadar kalladar Cauchy-Euler
jofnur).

8.1.12 Setning (Sja Setningu 7.3.1)

Gefin er afleidujafna
amz™u™ + .- 4 ayzu’ + agu = 0,
Skilgreinum marglidu
Qr)y=apmrir=1)---(r—m+1)+ -+ a1r+ aop.

Almenn lausn afleidujofnunnar 4 jakvaeda raundsnum er linuleg samantekt fallanna

)m1—1 1

x“,(lnx)x“,...,(lnx ',
mo—1
z"?, (lnx)x”,..., (lnx) 2T g,
me—1
AR (lnm)x”,..., (ln:r) e
par sem rq, ...,y eru 6likar ndllstodvar marglidunnar (Q med margfeldni myq, ..., my.
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8.1.13 Athugasemd

Gerum ni r4d fyrir ad ag, . . . , a,, séu rauntlur. Hugsum okkur ad A\ = « + i sé m-f6ld rét marglidunni Q(r).

Paer u = A = o — i lika m-fold r6t Q(r). Pegar grunnur fyrir lausnardmid er skrifadur m4 { stad
2, (Inz)z?, ... (Inx)™ 12, o#, (Inz)zt, ..., (Inz)™ Lok
hafa { grunninum raungildu f6llin
% cos(In(Bx)), (Inz)x* cos(In(Bx)), ..., (Inz)™ 2% cos(In(Bzx)),

2 sin(In(Bx)), (In 2)z* sin(In(Bx)), ..., (Inz)™ tz* sin(In(Bx)).

8.2 Sérlausnir og Green-foll

8.2.1 Upprifjun
Viljum leysa afleidujofnu af taginu
()™ + a1 (O)u™V - ag (U + ap(t)u = f(1).
Fyrst er ad finna grunn fyrir lausnardm 6hlidrudu jofnunnar
A ()™ + a1 (Ou Y 4 4 ag (DU 4 ao(t)u = 0.
Svo finnum vid einhverja eina lausn (,,sérlausn®)
@ (D)ul™ + @y (" o ar (DU + ag(tu = f(F).

P4 getum vid lyst 6llum lausnum afleidujéfnunnar.

bad ad finna sérlausnina getur verid erfitt.

8.2.2 Agiskun (Sja §7.4)

Giskum 4 sérlausn sem er fall af ,,s6mu gerd* og fallid f(¢), nema hvad ekki settar inn dkvednar tolur fyrir studla
sem koma fyrir. Stungid inn 1 j6fnu og reynt ad dkvarda studla.

8.2.3 Goodar agiskanir
Hofum linulega afleidujofnu med fastastudlum
amt™ + ap_1u™ Y 4 a4 agu = f(1).
Létum P, (t) standa fyrir einhverja n-ta stigs marglidu og latum A, (¢) og B, (t) tdkna n-ta stigs marglidur med
64dkvednum studlum.
Ef f(t) = P, (t) b4 giskad 4 u,(t) = t'A,,(t).
Ef f(t) = P,(t)e" bd giskad 4 u,(t) = t' A, (t)e"t.
Ef f(t) = P, (t)e" sin(kt) pd giskad 4 u,,(t) = t'e™[A, () cos(kt) + By (t) sin(kt)].
Ef f(t) = P, (t)e" cos(kt) ba giskad & u,(t) = t'e"*[A, (t) cos(kt) + B, (t) sin(kt)].

Hér taknar [ minnstu t6luna af tolunum 0,1,...,m — 1 sem tryggir ad enginn lidur { 4giskuninni sé lausn 4
6hlidrudu jofnunni a,m,u™ + ap_ 10D + .- 4+ a1 + apu = 0.
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8.2.4 Daemi - Deyfd sveifla med drifkrafti

Litum 4 diffurjofnuna ma” + ca’ + kx = A cos(wt).

nn "polarggb" . png

8.2.5 Sérlausnir fundnar med virkjareikningi (Sja §7.4)

Adferdin snyst um ad nyta sér dkvedin mynstur sem koma upp pegar linulegum afleiduvirkja med fastastudla er
beitt 4 dkvednar gerdir falla. Lykilformdlur eru:

P(D)e* = P(a)e™.
(D — a)v(t)e® =o' (t)e* ogalmennar (D — a)*uv(t)e™ = v (t)e,
tkeat

ef P(D) = Q(D)(D — )" pa P(D)m =™,

8.2.6 Hjalparsetning (Sja Hjalparsetningu 7.5.1)

Ef I er bil 4 raundsnum, a € I, f € C(I) og g € C(I x I), er samfellt deildanlegt fall af fyrri breytisteerdinni,
p.e. Org € C(I x I), pd er fallid h, sem gefid er med formdlunni

h(t):/ ot f(r)dr,  tel,

i C1(I) og afleida pess er

W (1) = g(t.0) f(1) + / g(t,T)f(r)dr,  tel

8.2.7 Skilgreining og umraeda (Sja §7.5)
Skodum afleidujofnu
P(t,D)u = (an(t)D™ + -+ a1(t)D + ao(t))u = f(t)

par sem follin ag(t), . .., am(t), f(t) eru i C(I) og an,(t) # 0 fyriroll ¢ € I.
Samkvaemt Fylgisetningu 6.3.6. gildir fyrir sérhvern punkt 7 € I ad til er 6tvirett kvordud lausn

u, & upphafsgildisverkefninu P(¢, D)u = 0 pannig ad
u(r)=u(r) = =" D(r)=0 og  u"V(r)=1/an(r).

Skilgreinum Green-fall virkjans P(t, D) sem fallid G(¢, 7) pannig ad fyrir 611 ¢, 7 € I er G(¢,7) = u.(¢).
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8.2.8 Setning (Sja §7.5)
Um Green-fall linulegs afleiduvirkja
P(t,D) = apm(t)D™ + -+ + a1(t)D + ao(t)
par sem follin ag(t), . .., am (t), f(t) erui C(I) og an(t) # 0 fyrir 61l ¢ € I gildir:
P(t,Dy)G(t, ) =0, fyriroll ¢, 7 € I,

G(r,7)=0G(1,7)=--- = 8t(m72)G(T, 7)=0,
8t(m71)G(T, T) = 1/am (7).
Green-fallid dkvardast 6tvirett af pessum skilyrdum.

Fallid G(t, 7) er m-sinnum samfellt deildanlegt fall af ¢ fyrir sérhvert 7 € T og & G € C(IxI) fyrirj =0, ..., m.

8.2.9 Setning (Sja Setningu 7.5.2)
Léitum P(t, D) vera linulegan afleiduvirkja 4 forminu
P(t,D)u = (ap,()D™ + -+ -+ a1(t)D + ao(t))u

bar sem follin ag(t), . .., am(t), f(t) erui C(I) og am(t) # O fyrir6ll ¢ € I.
Ef a er einhver punktur 1 I p4 hefur upphafsgildisverkefnid

P(t,D)u = f(t),
med
u(@) =u'(a) = = u"V(a) =0,
Gtviraett dkvardada lausn u,, € C™(I) sem gefin er med formulunni
t
up(t) = / G(t,7)f(r)dr, tel,

og G(t, ) er Green-fall virkjans P(¢, D).

8.2.10 Fylgisetning (Sja Fylgisetningu 7.5.4)

Gerum rdd fyrir ad P(D) = a,, D™+ - -+ a1 D +ag sé linulegur afleiduvirki med fastastudla. Latum g € C*°(R)
vera fallid sem uppfyllir

P(D)g =0, med g(0) = ¢'(0) = -+ = g"=2(0) = 0, og g"" 1 (0) = 1/

Paer G(t,7) = g(t — 7) Green-fall virkjans P(D).

8.3 Green-foll og Wronski-akvedur

8.3.1 Reikniaodfero

Finna skal Green-fall G(¢, ) fyrir m-ta stigs linulegan afleiduvirkja P(t, D).

(A) Studlar afleiduvirkjans eru fastar, p.e.a.s. P(D) = a;, D™ + - - 4+ a1 D + ao.
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Fyrst er fundinn grunnur wy (¢), . . . , Uy, (t) fyrir lausnardm jéfnunnar P(D)u = 0. Almenna lausnin er 4 4 forminu
U= Cluy + -+ Cplm,

parsem ¢y, ..., ¢y, eru fastar.

Nest er fundin ein dkvedin lausn g(t) 4 jofnunni P(D)u = 0 sem uppfyllir skilyrdin g(0) = - -- = g(™=2(0) = 0
0g ¢ D(0) = 1/ap.

Green-fallid er svo gefid med formdlunni G(¢,7) = g(t — 7).

(B) Studlar i P(t, D) eru foll ag(t), ..., am(t) skilgreind 4 bili I pannig ad
P(t,D) = am(t)D™ + -+ -+ a1(t)D + ap(t).
Fyrst er fundinn grunnur uy (¢), . . . , %y, (t) fyrir lausnardm P (¢, D)u = 0. Almenna lausnin er 4 forminu
U= ClUl + * + CpUm,

parsem ¢4, ..., c,, eru fastar.

Svo finnum vid fyrir almennan punkt 7 € I gildi 4 fastana ¢1(7), ..., ¢y, (7) bannig ad um lausnina . (t) =
e (Mur(t) + - + e (T)um (t) & P(t, D)u = 0 gildi ad

ur() = () = =B =0 0g () = an(n)

Green-fallid er pé gefid med formdlunni G(t, 7) = u,(t).

8.3.2 Skilgreining (Sja §7.6)

Latum gy, . .., u,, vera vera (m—1)-sinni deildanleg {51l skilgreind 4 bili I. Wronski-fylki fallanna u, ua, . . . , tm,
er skilgreint sem fylkid

uq (t) us(t) U, ()
uy (t) u5(t) U, (1)
V(ul,uQ,...,um): : : .
m—1 m—1 m—1
T (T S (O BT e O
Akveda pessa fylkis er kollud Wronski-dkveda fallanna uq, ua, . . ., Upy,.

Athugid: Studlarnir { Wronski-fylkinu eru foll af breytunni ¢ og somuleidis er Wronski-dkvedan fall af
breytunni ¢.

8.3.3 Setning (Sja Setningu 7.6.3)

Latum P(t,D) = a,,(t)D™ + - -+ + a1(t)D + ao(t) vera afleiduvirkja med samfellda studla, w1, ..., u,, vera
lausnir 4 6hlidrudu jofnunni P(¢, D)u = 0 og tdknum Wronski-dkvedu peirra med W (¢). P4 uppfyllir W fyrsta
stigs afleidujofnuna

am(t)W' 4+ CLm_l(t)W =0

og par med gildir formulan
t
W (t) = W(a)exp < - /a (M d7'>

fyrir 6ll @ og t 4 bili J par sem a,, er ndllstodvalaust.
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8.3.4 Setning (Sja Setningu 7.6.3)
Léatum uq, . .., Uy, vera lausnir 4 6hlidrudu jéfnunni P(t, D)u = 0, par sem
P(t,D) = apm(t)D™ -+ a1(¢t)D + ao(t)

og follin ag(t), ..., an(t) eru skilgreind og samfelld 4 bili I og vid gerum rad fyrir ad a,, sé ndllstodvalaust 4
opnu bili J C I. P4 eru eftirfarandi skilyrdi jatngild:
(i) Follin uq,...,u,, erulinulega 6h4d 4 bilinu J.
(i) W(u1,...,um)(t) # 0 fyrir sérhvert ¢t € J.
(iil) W(uq,...,um)(a) # 0 fyrir eitthvert a € J.

8.3.5 Setning (Sja Setningu 7.6.4)

Latum P(t, D) = ay, (t)D™+- - -+ a1 (t) D+ ag(t) vera afleiduvirkja med studla sem eru samfelld foll skilgreind
abili I ogus,...,u, vera grunn { N'(P(t, D)). Green-fall virkjans er gefid med formdlunni

G(t,7) =c1(T)ur(t) + - 4 cm(T)um(t), t,7el,

par sem vigurinn a,,(7)(c1(7),...,cn(7)) myndar aftasta délkinn { andhverfu Wronski-fylkisins
Vg, ... um)(7),

det Vi (ur, . . ., Uy, ) (T)
U (T)W (U1, -+ oy ) (7))

o(r) = (<1

par sem Vi, (u1, ..., um)(7) tdknar (m — 1) x (m — 1) fylkid sem feest med pvi ad fella nidur nedstu linuna og
ddlk ndmer j { V(uy, ..., um)(7).

8.3.6 Fylgisetning (Er hluti af Setningu 7.6.4)
Sérlausn 4 afleidujofnunni P(t, D)u = f(t) er gefin med formuilunni
up(t) = v1(B)ur(t) + - - + Vi (O um (8), tel,

par sem studlaf6llin v; eru gefin med formulunni

8.3.7 Fylgisetning (Sja Fylgisetning 7.6.5)

Latum P(t, D) = a(t)D? + a1 (t)D + ao(t) vera annars stigs afleiduvirkja 4 bilinu I med samfellda studla
og as(t) # 0 fyrir 611 t € I. Gerum nd rdd fyrir ad w1 og us séu linulega 6hadar lausnir 4 6hlidrudu j6fnunni
P(t,D)u=0.Pder

T

B _1|ur(r) ui(e)
G(t,7) = az(r)™! u;(r) u;(t)‘/

T) ug(T)
) uy(7)|”

T

2
a(

U1<
ui (
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KAFLI 9

Veldaradalausnir a afleidujéfnum

Rose: If you are an alien, how come you sound like you’re from the north?
Doctor: Lots of planets have a north!

- Doctor Who

9.1 Veldaradalausnir

9.1.1 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 8.1.1)

Fall f : X — C skilgreint 4 opnu mengi X & raundsnum, er sagt vera raunfagad & X ef fyrir sérhvern punkt
a € X ertil tala p > 0 pannig ad bilid Ja — p,a + p[C X og til er veldardd > ¢, (z — a)™ pannig ad fyrir 611
z €la—p.a+ pler f(z) = Yoo g cula — a)".

9.1.2 Umraeda (Sja §8.1)
Morg hugtok og skilgreiningar fyrir raunfagud o1l eru eins og fyrir fagud f6ll af tvinntdlubreytu. Latum nd f(x)
vera raunfagad fall skilgreint 4 opnu mengi X i R.

Gerum rdd fyrir ad f(a) = 0 og f(z) = Y.~ cn(x — a)™. Ef n er minnsta tala pannig ad ¢, # 0 pd segjum vid
ad f(z) hafi nillstd af stigi n 1 a.

Segjum ad punktur a sé einangradur sérstodupunktur ef til er tala 6 > 0 pannig ad fallid f(x) er skilgreint 4 6llu
bilinu |a — ¢, a + ¢[ nema { punktinum a.

Einangradur sérstédupunktur a er sagdur afmdanlegur ef hagt er ad gefa f(a) gildi pannig ad dtvikkada fallid
verdi raunfagad 4 X U {a}.

9.1.3 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 8.2.6)

Létum ag(z), a1 (), az(x) vera foll sem eru raunfigud 4 bili 1. Segjum ad punktur a € I sé venjulegur punktur
fyrir afleidujofnuna

az(z)u” + a1 (z)u’ + ag(z)u =0,
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ef az(a) # 0 eda ef az(a) = 0 pd hafi f6llin P(z) = a1(x)/az(x) og Q(x) = ag(x)/az(x) afmianlegan
sérstodupunkt { a.

9.1.4 Setning (Samanber Setning 8.2.8)

Gerum rad fyrir ad a sé venjulegur punktur afleidujéfnunnar
as(x)u” + a1 (z)u' + ap(z)u = 0.

ba er sérhver lausn v 4 afleidujofnunni raunfagud 4 bili umhverfis a.

9.1.5 Reikniaodfero (Sja §8.2)

Gerum rad fyrir ad a sé venjulegur punktur afleidujofnunnar

az(z)u” + ay(z)u’ + ag(z)u = 0.

Skref 0: Setjum P(x) = a1(z)/az(z) og Q(x) = ag(z)/az(z) og ritum afleidujéfnuna sem

v + P(x)u' + Q(z)u = 0.

Skref 1: Finnum veldaradir med midju i a fyrir follin P(z) og Q(z):

= Z P,(x—a)" og Qx) = Z Qn(z—a)".

Skref 2: Setjum inn { afleidujofnuna

=Y en(z—a), W(z)=) (n+Deppi(z—a), u'(x)=> (n+2)(n+1)cni2(z —a)™
n=0 n=0 n=0

Skref 3: Tokum saman { eina veldar6d og faum ad

> ((n +2)(n+ Densa+ > ((k+ 1) Py_perpr + anck>> (z—a)" =0.

n=0 k=0

Skref 4: Allir studlar i pessari sidustu veldardd eru 0. Studlana ¢y og ¢; ma velja frjalst og svo faest rakningar-
formula fyrir ¢,, pannig ad

Cnt2 = > [tk + 1) P kerir + Quorer).
)is

(n—|—2 n—l—l

Skref 5: Pegar rakningarformilan er fengin pa er oft haegt ad atta sig 4 hvada fall er lausn eda reikna ma fyrstu
studlana { veldarodinni og fa pannig Taylor-marglidu fallsins v sem ma nota til ad reikna nalgunargildi. Athugid
einnig ad ¢y = u(a) og ¢; = u/(a) pannig ad oft dkvardast pvi ¢y og ¢; af upphafsgildum.
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9.1.6 Skilgreining (Sja §8.3)
I"-fallid er skilgreint med formulunni

I(z) = / e 't*ldt, z€C, Rez>0.
0

9.1.7 Nokkrar formulur (Sja §8.3)

I(z+1) =2I(2)
Fz+n)=z2(z+1)-(z+n-1DI'(z)
ra=1
I'(n) = (n—1)!
I(1/2) =+
I(-1/2) =27
T(n+1/2) = 2275%71‘(71 1)'1)!\/7?.

9.2 Aodferd Frobeniusar

9.2.1 Umraeoda

Afleidujafnan

2?u’ +zu + (2 - a®)u=0

kallast jafna Bessel. Besseljafnan og lausnir hennar, sem kalladar eru Bessel-foll, koma upp { rafsegulfraedi,
varmafradi, skammtafradi, ...

Punkturinn ¢ = 0 er ekki venjulegur punktur. Adeins { undantekningartilfellum faest lausn med adferdinni tr
sidasta fyrirlestri vid ad profa veldaradarlausn med midju { a = 0 og { engu tilfelli faest grunnur fyrir lausnardmid.
Samt er hegt ad nota adferd sem er dpekk pvi sem 1yst var { sidasta fyrirlestri.

9.2.2 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 8.4.1)

Latum f vera raunfdgad fall 4 opnu mengi X i R. Vid segjum ad einangradur sérstodupunktur a raunfagada
fallsins f sé skaut af stigi m > 0, ef til er tala ¢ > 0 og raunfdgad fall g skilgreint 4 bilinu {z | |z — a| < o},
pannig ad {z | 0 < |z —a| < o} C X, g(a) # 0 og

f(x):La)m ef 0 < |z —al < o.

9.2.3 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 8.4.2)
Vid segjum ad a sé reglulegur sérstodupunktur afleidujofnunnar
as(x)u” + a1 (z)u' + ap(z)u =0

ef a er sérstodupunktur jofnunnar, fallid P = a;(x)/as(z) hefur annad hvort afmdanlegan sérstodupunkt i a eda
skaut af stigi < 1 og @ = ag(z)/az(z) hefur annad hvort afmdanlegan sérstddupunkt i a eda skaut af stigi < 2.
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9.2.4 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 8.4.4)

Gerum rad fyrir ad a sé reglulegur sérstodupunktur afleidujofnu sem ritud er 4 forminu
(z —a)*u" + (x — a)p(x)u’ + q(z)u = 0.
P4 kallast marglidan
P(A) = AA = 1) +p(a)A + q(a)

visamarglida afleidujofnunnar { punktinum a, og jafnan ¢(A) = 0 kallast visajafna afleidujéfnunnar { punktinum
a. Nullstodvarnar kallast visar jofnunnar { punkti a.

9.2.5 Setning Frobeniusar (Sja Setningu 8.4.5)

Gerum r4d fyrir pvi ad a sé reglulegur sérstodupunktur afleidujofnunnar
(x - a)*u" + (z — a)p(a)u’ + gla)u =0

og gerum rad fyrir ad follin p og g séu sett fram med veldar6dunum
p@) =Y pe - g@) =Y gl —a),
n=0 n=0

og ad per séu samleitnar ef |x — a| < g. Latum r; og ry vera nillstédvar visajéfnunnar
P(A) = A = 1) +pla)A +q(a) =0
og gerum rad fyrir ad Re r; > Re ro. P4 gildir:

(i) Til er lausn w4 4 j6fnunni sem gefin er med

oo
uy(z) = |z — a|™ Z an(z —a)™.
n=0

Ro8in er samleitin fyrir 611 = sem uppfylla 0 < |z — a| < p. Valid 4 ag er frjdlst, en hinir studlar radarinnar fast
med rakningarformilunni

n—1
-1
an = ———— » ((k+71)pn—r + qn—r)ar, n=1,2,3,....
p(n+r1) kZ:o
(i) Efr; —re #0,1,2,. .., pa er til onnur linulega 6hdd lausn uy 4 jofnunni sem gefin er med

ug(x) = |z —a|™ Z bp(z —a)".
n=0

R60in er samleitin fyrir 611 z sem uppfylla 0 < |2 — a| < o. Valid 4 by er frjélst, en hinir studlar radarinnar fést
med rakningarformilunni

n—1
-1
bnzig k4+7r2)pn_k + gn_i)bx, n=12,3,....
<p(n+r2) k:o(( 2)10 kT4 k)k

(iii) Ef ry — ro = 0, pd er til onnur linulega 6had lausn us 4 jofnunni sem gefin er med

ug(z) = |z — a| Z bp(z —a)” +ui(x)In|x — al.
n=0

R63in er samleitin fyrir 611 2 sem uppfylla 0 < |z — a| < g og studlar radarinnar fast med innsetningu { jofnuna.

@iv) Ef r{ —ro = N, par sem N er jakva0d heiltala, pa er til 6nnur linulega 6had lausn us 4 upphaflegu jofnunni
sem gefin er med

ug(x) = |z — a|™ Z bp(z —a)" +yur(z)In|z — al.
n=0
R63in er samleitin fyrir 61l 2 sem uppfylla 0 < |z — a| < p. Studlar radarinnar og ~ fast med innsetningu {
jofnuna.
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9.2.6 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 8.5.1)
Lausn 4 Bessel-jofnunni z2u” + zu’ + (22 — a?)u = 0, sem gefin er med formdlunni

k 2
Ja Zk'l‘(j)lwrl)()k

er kollud Bessel-fall af fyrstu gerd med visi a.

9.2.7 Skilgreining (Sja Skilgreiningu 8.5.2)
Fallid Y,, . = 1,2, 3, ... sem skilgreint er med

Ya(w) = % {Ja(x) (mm +7>

o > k 1 hk+hk+a) 2k
e Z 22k+a+1k'k+a) !
k=0

a—l
—a 2 Oé v 1 2k
2k a+1k| 4
k=0

parsem hy =1+ 1/2+41/3 + --- + 1/k og ~y tdknar fasta Eulers, nefnist Bessel-fall af annarri gerd med visi a.

9.2. Aodfero Frobeniusar
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Linuleg afleidujéfnuhneppi

Leela: ,,To be, or not to be, that is the question.“ That is a very stupid question!
The Doctor: It’s Shakespeare.

Leela: And that is a very stupid name. You do not shake a spear, you throw it! Throwspeare, now that is a name.

10.1 Linuleg afleidujofnuhneppi

10.1.1 Skilgreining (Sja §9.1)
Afleidujofnuhneppi af gerdinni

u/l =a11()ur + - + a1 (Eum + f1(2),
Uy = a21(t)U1 R a2m(t)um + fQ(t)7

Uy = a1 (Dug + -+ -+ G (Ot + i (1),

er kallad linulegt fyrsta stig afleidujofnuhneppi. A fylkjaformi ma4 rita petta sem

uy a11(t) aa(t) - am(t)] [w fi(?)
g a11(t) aa(t) - am(t) | |u2 f2(t)

. - . . . . . + . )
Ufm Am1 (t) Am2 (t) o Qmm (t) Um fm (t)

og ef vid notum u(t) til ad tdkna vigurinn (uq (), ua(t), ..., un(t)), og svo A(t) til ad tdkna fylkid og f(t) til ad
tdkna vigurinn (f1(¢), f2(¢), ..., fm(t)) pd md rita jofnuna hér ad ofan sem v’ = A(¢)u + f(¢).

Hér er gert rdd fyrir ad follin sem koma fyrir { fylkinu A(¢) og sem hnit { f(¢) séu 61l skilgreind 4 einhverju opnu
bili I { R og ad pau séu 61l samfelld.

[ framhaldinu er gert r4d fyrir ad u, A, f séu 4 pvi formi sem lyst er hér ad ofan.
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10.1.2 Skilgreining (Sja §9.1)

Afleidujafna af taginu v’ = A(t)u + f(t) er s6gd 6hlidrud ef f(¢) er nillfallid (dtkoman er alltaf vigurinn sem
hefur O { 6llum hnitum), en hlidrud annars. Talad er um jéfnuhneppi med fastastudlum ef studlarnir { fylkinu A
eru allir fastar.

10.1.3 Setning (Sja §9.1)
Upphafsgildisverkefnid
u = Alt)u+ f(t), u(a) = b,
hefur 6tvirett dkvardada lausn, par sem a er einhver gefinn punktur { I og b er einhver gefinn vigur { C™. Sja

Fylgisetningu 6.3.5

10.1.4 Setning (Sja §9.1)

Latum 7 vera opid bil 4 rauntalnadsnum. Rifjum upp ad C(I,C™) er mengi allra samfelldra falla skilgreindra 4
I med gildi { C™ og C(I,C™) er mengi allra falla skilgreindra 4 I med gildi { C™ sem hafa samfellda fyrstu
afleidu. B&di C(I,C™) og C1(I,C™) eru vigurrim.

Vérpunin L : C1(I,C™) — C(I,C™) bannig ad Lu = u' — A(t)u er linuleg.

10.1.5 Fylgisetning (Sja Setningu 9.1.3)

(i) Lausnamengi 6hlidradar jofnu u’ = A(t)u er hlutram { C'* (1, C™) af vidd m. Lausnamengid, eda nillrim
A, er taknad med N (A).

(ii) Sérhver lausn 4 v’ = A(t)u + f(t) er af gerdinni
u(t) = crui(t) + - - + cmum (t) + up(t),

bar sem u1, . .., uy,, er einhver grunnur N'(A), ¢1, ..., ¢, € C og uy, er einhver lausn 4 hlidrudu jofnunni.

10.1.6 Setning (Sja Hjalparsetningu 9.3.1)

Latum uq, . .., u,, vera foll { N'(A). P4 eru eftirfarandi skilyrdi jafngild:
(1) Vigurfollin uy, .. ., u,, eru linulega 6had 4 bilinu 1.
(ii) Vigrarnir uq(¢), ..., um(t) eru linulega 6hadir i R™ (eda C™) fyrir sérhvert ¢ € I.

(iil) Vigrarnir uq(a),. .., un(a) eru linulega 6hddir { R™ (eda C™) fyrir eitthvert a € I.

10.1.7 Setning (Sja §9.1)
Linuleg afleidujafna af taginu
P(t, D)o = o™ + a1 () 4+ ar (D)0 + ao(t) = g(1)
er jafngild afleidujofnuhneppinu
/

/ /
Uy = U, Uy =U3, ..., Up_|=Un

ul, = —ag(t)uy — a1 (t)ug — - - — am_1 (t)um + g(t).
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begar jofnuhneppid ritad 4 fylkjaformi faest

" 0 1 0o ... 0 u 0

ubh 0 1 0 Uz 0
u 0 0 0 ... 1 U1 0

ul, —ap(t) —a1(t) —azx(t) ... —am-1(t) U, g(t)

Ef vid ritum P(t, D) = D™ + @y, 1 () D™  + -+ + a1 (t) D + ap(t) og fylkid A(t) er skilgreint eins og hér ad
ofan pé er

det(A — A(t)) = P(t,\).

10.1.8 Setning (Sja Hjalparsetningu 9.2.1)

Latum A vera m x m fylki og € vera eiginvigur pess med tilliti til eigingildisins A. Pa uppfyllir vigurfallid
u(t) = eMe jofnuna v’ = Aw.

10.1.9 Setning (Sja Setningu 9.2.2)

Latum A vera m x m fylki og gerum rad fyrir ad €1,...,&¢ séu eiginvigrar pess med tilliti til eigingildanna
A,y . Efa € I, b € C™ og unnt er ad skrifa b = S1e1 + -+ - + Beeg og f(t) = g1(t)e1 + -+ + ge(t)ee, pd
er lausnin 4 upphafsgildisverkefninu
W = Au+ f(t), u(a) = b,
gefin med u(t) = vi(t)er + - - - + ve(t)ey, par sem studullinn v; uppfyllir
vi(t) = X () + 9;(8),  vila) = Bj,

og er par med

t
0(t) = B Nt [Ny o)

a

10.1.10 Skilgreining (Sja §9.2)

Fyrir tolur tq,ts,...,t, er diag(ty,to,...,t,,) skilgreint sem m X m hornalinufylkid sem hefur tSlurnar
t1,ta,...,t, 4 hornalinunni.

10.1.11 Setning (Sja §9.2.2)

Latum A vera m x m fylki. Gerum r&d fyrir ad T sé m x m fylki pannig ad T-'AT = A bar sem A er
hornalinufylki med stokin A;, A, ..., A\, 4 hornalinunni. (Athugid ad A = TAT 1))

Litum [ verabildR,a € I, f € C(I,C™) og b € C™. P4 hefur upphafsgildisverkefnid
u = Au+ f(t), u(a) =b
otviraett dkvardada lausn 4 I, sem gefin er med formilunni
u(t) = Tdiag(eM (=), ... eAmt=ayp—1p

¢
+ / Tdiag(eM =7, ... AN (1) dr.
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10.2 Veldisvisisfylkid

10.2.1 Skilgreining (Sja Skilgreining 9.3.2)
Fylki af gerdinni
D(t) = [ur(t), ..., um(t)], tel,
par sem délkavigrarnir uy, . . . , 4, mynda grunn { ndllrdminu A (A) fyrir afleidujofnuhneppid v’ = A(¢)u, kallast

grunnfylki fyrir afleidujofnuhneppid.

10.2.2 Setning (Sja Setningu 9.3.3)

Lét ® og ¥ vera tvo grunnfylki fyrir jofnuhneppid ' = A(t)u. P4 er til andhverfanlegt fylki B pannig ad

10.2.3 Setning (Sja Setningu 9.3.4)

Lat ®(t) vera grunnfylki fyrir jofnuhneppid v’ = A(t)u.
(i) Sérhvert stak { N'(A) er af gerdinni u(t) = ®(t)c, par sem c er vigur { C™.

(ii) Vigurfallid u,,, sem gefid er med formilunni

up(t) = B (1) / B(r)" (1) dr,

uppfyllir v’ = A(t)u + f(t) og u(a) = 0.
(iii) Lausnin 4 upphafsgildisverkefninu v’ = A(t)u + f(t), u(a) = b er gefin med formdlunni

t

u(t) = D(t)D(a)"1b + B (1) / ®(r) 1 f(7) dr.

a

10.2.4 Skilgreining (Sja §9.4)

L,m

Runa {C,,}22, af £ x m fylkjum C,, = (cj;m)é i1 k=1

J:l 4 € 80g0 vera samleitin med markgildi C' = (cji)
ef fyrir 611 gildi 4 j, k gildir ad ’

lim ¢ipn = Cig-

Oendanleg summa Yoo o Cr af £ x m fylkjum er sogd vera samleitin, ef runan af hlutsummum {Efy:o Chl%—o
er samleitin.

10.2.5 Skilgreining (Sja §9.4)
Fyrir m x m-fylki A skilgreinum vid

oo 1 1 1 )
A _ no__ T A2 3
e’ = g —n'A fI+A+2A +3!A + .

n=0

Athugid: Med tiltolulega litilli fyrirhofn (gert { hefti Ragnars) mé syna ad r6din hér ad ofan er samleitin fyrir
6ll m x m fylki A. Einnig ma skilgreina 4 sama hatt sin A, cos A4, .. ..
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10.2.6 Setning (Sja §9.5)

(i) Fyrir rauntolu ¢ er
d
—e

dt
(ii) (Sja Setningu 9.5.1) Fylkjafallid ®(¢) = e*4 er hin 6tvirztt dkvardada lausn upphafsgildisverkefnisins

' (t) = AD(t), t € R, ®(0) = 1.

tA _ AetA

10.2.7 Fylgisetning

Fylkid e*4 er grunnfylki fyrir afleidujofnuhneppid v’ = Aw.

10.2.8 Setning (Sja Setningu 9.5.2)

(1) Ef Aog Berum x m fylkiog AB = BA, pder

e =ee” =e’e
(ii) Fylkid e*” hefur andhverfuna e ~*4.
10.2.9 Setning
Latum A vera m x m fylki. Gerum rad fyrir ad ad 1, . . ., £, séu eiginvigrar tilheyrandi eigingildum Aq, ... Ay,
og ad pessir vigrar myndi grunn. Latum 7T vera fylkid sem hefur vigrana €4, . . ., &, sem dalkvigra 1 pessari r60.
bé er
et = Tdiag(eM?,. .. erH)T 1

10.3 Utreikningur lausna

10.3.1 Verkefni (Sja §9.6)

Fyrir gefid m x m fylki A skal reikna ‘4.

10.3.2 Setning Cayley-Hamilton (Sja §9.6)

Latum A vera m x m fylki. Kennimarglida A er marglidan p(\) = pa(\) = det(AI — A). Pderpa(A4) = 0.

10.3.3 Afleiding Setningar Cayley-Hamilton

Heegt er ad finna foll fo(t), f1(t), ..., fm—1(t) pannig ad
e = fo(OT + fi() A+ -+ fma (A

10.3.4 Bruunarverkefni (Sja §9.7)

Létum f € O(C) vera gefid fall, litum oy, . . ., oy vera lika punkta i C, ldtum my, . . ., my vera jakveedar heiltélur
og setjum m = mj + - - - + my. Viljum finna marglidu r af stigi < m, sem uppfyllir

f(j)(ak):r(j)(ak), ji=0,....mg—1, k=1,...,¢

Petta er alltaf hagt. Marglidan r er 6tvirett 4kvordud.
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10.3.5 Skilgreining (Sja §9.7)

Vid skilgreinum rununa Ay, ..., A, med pvi ad telja vy, . . ., oy med margfeldni, pannig ad fyrstu m; gildin 4 \;
séu ary, naestu mo gildin 4 A; séu oy 0.s.frv. Svo er

p(Z): (Zfal)ml.,.(zfag)mz _ (Z,/\l)...(zf)\m)_

10.3.6 Skilgreining (Sja §9.7)

Latum Ay, ..., )\, vera talnarunu eins og hér ad ofan.

Mismunakvétar eru skilgreindir med formilum

FON
FNis e i) = (' ).
4!
ef A= = Aiyj,0g
)‘i7"~7)\i i—1] — )\Z ,...7)\1 .
f[Ai""’)\i—',-j] = f[ +J 1] f[ +1 +]}7

Xi — Aij
ef \; # Xigjo fyriri=1,...,mogj=0,...,m—1.
10.3.7 Setning (Sja §9.7)
Litum f € O(C), a1, ..., ay vera 6lika punkta i C, my, ..., my vera jakvedar heiltolur, setjum m = mq +--- +

my og skilgreinum p(z) eins og hér ad ofan. P4 er til marglida r af stigi < m og g € O(C) pannig ad

f(z) =r(z2) +p(2)9(2), zeC
Marglidan r er lausn 4 briunarverkefninu. Badi r og g eru étvirett akvordud og

r(2) = fIM] + fM, Al (z — A1) + - -
+ Ay Az = A1) (2 = A1)
og

g(z2) = f[M, - Am, 2]z = A1) - (2 = ).

10.3.8 Reikniaofero

begar reikna parf mismunakvéta pd er gott ad fylgja sama skema og hér 4 eftir:

fIM]
FIA1, A2
fP‘Q} f[)‘la >‘23 )‘3]
flA2; As] T, A2y Az, A
fAs] flX2, Az, Ag
fAs, Ad]
fAd]

Pegar \; = 1 = Ay 0g A\3 = —1 = M4 0og f(z) = et

)\1 =1 et
tet
=1 et 1(te’ —sinht)
sinh ¢ 1(tcosht — sinht)
A3 =—1 et 1(sinht — te™)
te~t
A= —1 et
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10.3.9 Reikniadferd (Sja §9.7)

Reikna 4 ‘4 fyrir m x m fylki A og/eda lausn v’ = Au med dkvedid upphafsgildi u(0) = b.
Skref 1: Reiknid eigingildi A med margfeldni.

Skref 2: Setjid upp mismunattflu likt og synt er hér ad ofan.

Skref 3: Setjid upp formilu e* med pvi ad nota braunarmargliduna ().

Skref 3: Ef bedid er um e* b4 reiknid pid upp tr formilunni, en ef bara parf ad finna lausnina u pé parf ekki ad
reikna upp tr formilunni fyrir e*4 heldur er nég ad stilla upp formilunni med fylkjum og svo margfalda i gegn
med vigrinum pannig ad madur margfaldar aldrei saman tvo fylki heldur er alltaf ad margfalda fylki og vigur.
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Laplace-ummyndunin

Think you've seen it all? Think again. Outside those doors, we might see anything. We could find new worlds,
terrifying monsters, impossible things. And if you come with me. .. nothing will ever be the same again!

- The Doctor, Doctor Who

11.1 Laplace-ummyndunin

11.1.1 Skilgreining (Sja §10.1)
Léatum f vera fall sem skilgreint er 4 menginu R, = {t € R;¢ > 0} med gildi i C og gerum rad fyrir ad f sé

heildanlegt 4 sérhverju lokudu og takmérkudu bili [0, b]. Laplace-mynd f, sem vid tdknum med L f eda L{f}, er
skilgreind med formulunni

Lf(s) = /OOO e S f(t) dt.

Skilgreiningarmengi fallsins £f samanstendur af 6llum tvinntélum s pannig ad heildid { haegri hlidinni sé sam-
leitid. Laplace-ummyndun er vorpunin £ sem tthlutar falli f Laplace-mynd sinni Lf.

Athugid: Stundum er skilgreind ,,tvihlida Laplace-mynd* falls par sem heildid er reiknad frd —oo til co og
pba geeti madur kallad okkar Laplace-mynd ,,einhlida Laplace-mynd*“.

11.1.2 Skilgreining og setning (Sja Skilgreiningu 10.1.1)
Vid segjum ad fallid f : Ry — C sé af veldisvisisgerd ef til eru jakvadir fastar M og ¢ pannig ad
F(B)] < Me,  teR,.

Ef f er par ad auki heildanlegt 4 sérhverju takmorkudu bili [0, b], pa er L f skilgreint fyrir 611 s € C med Re s > c.
Vid faum ad auki vaxtartakmarkanir 4 L f,

e M
L < 7RestM ctdtzi R )
| f(s)|_/0 e e Ro s — o’ e s>c

65



Steerdfraedigreining lll, Utgafa 2020

11.1.3 Setning (Sja §10.1)

Laplace-ummyndunin er linuleg vérpun, en pad pydir ad

L{af + Bg}(s) = aL{f}(s) + BL{g}(s)

ef f og g eru f6ll af veldisvisisgerd, « og § eru tvinntolur og s € C liggur { skilgreiningarmengi fallanna £{f}

og L{g}.

11.1.4 Setning (Sja Setningu 10.1.6)

Gerum r4d fyrir ad f6llin f, g € C(R,) séu badi af veldisvisisgerd og ad til sé fasti ¢ pannig ad

Lf(s)=Lyg(s), seC, Res>c

Pder f(t) = g(t) fyrir6ll t € R,

11.1.5 Setning (Sja §10.1)

(i) Efa e Roga > —1,pder

£y =ttt

og sér { lagi gildir ef « er heiltala ad

a!

L{t°}(s) = <

(ii) Fyrir sérhvert o € C gildir

L{e™)(s) = —

11.1.6 Setning (Sja Setningu 10.1.5)

L{e* f}(s) = L{f} (s — a).

s—ao
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11.1.7 Tafla yfir Laplace-myndir (Sja §10.1)

L{cos Bt}(s) = %L{ei‘”}(s) + %L‘{e‘“”}(s)

1 1 1 _ s
T2 Lzﬂ * s+i[3] o824
Lisinr}(s) = LAY s) — 3-LEe ()

1 1 11 B
T2 L—w a s+w} 24 B
L{cosh ft}(s) = %K{e’gt}(s) + %E{‘f—’gt}(s)

1 1 1 - s
T2 _s—ﬁ+s+ﬂ_ S os2 =g
L{sinh Gt} (s) = %ﬁ{e’gt}(s) - %ﬁ{e_wt}(s)
171 1 1_ B
T20s—B s+pB| $£2-p¥
I 1
ﬁ{eattﬁ}(s) — (s(_ﬂc_y;@j»l’
ﬁ{eat Cosﬂt}(s) = %7
L{e* sin Bt}(s) = (s—a)ﬁ2—|—52’
,C{Gat COShﬂt}(S) - ﬁv
£{eat sinh St} (s) = (504)/8262'

11.1.8 Setning (Sja Setning 10.2.1)

Efu € C™(Ry) ogu,u',u”, ..., ul™ 1), eruaf veldisvisisgerd, pa er £{u(™)}(s) skilgreint fyrir 61l s € C med
Re s négu stért og

L{u™}(s) = s™L{u}(s) — s™u(0) — - - - — su™2D(0) — u™D(0).
Sér { lagi gildir ad ef U(s) = L{u(t)}(s), pd er

L{u'}(s) = sU(s) — u(0), og  L{u"}(s) = s?U(s) — su(0) —u'(0).

11.1.9 Reikniaoferd (Sja §10.2)
Leysa 4 upphafsgildisverkefni af taginu:
amul™ + -+ ayu’ + agu = f(1), u(0) = by, u'(0) = by, ..., u™ V(0) =by,_;.
Skref 1: Reiknid Laplace-mynd hvorrar hlidar fyrir sig. Setning 10.1.7. gefur adferd til ad reikna Laplace-mynd
vinstri hlidarinnar.

Skref 2: Notid jofnuna sem kemur tt dr Skrefi 1 til ad fa formulu fyrir U(s) = L{u(t)}(s).

Skref 3: Notid toflu eda andhverfa Laplace-ummyndun til ad finna samfellt fall «(¢) sem hefur U (s) sem fundid
var { Skrefi 2 sem Laplace-mynd. Gatud t.d. purft ad nota stofnbrotalidun.

Skref 4: Fallid u(t) sem fannst i Skrefi 3 er lausn upphafsgildisverkefnisins.
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11.2 Notkun Laplace-ummyndunar

11.2.1 Skilgreining (Sja §10.2)

Fyrir vigurgilt fall w(t) = (u1(t),...,un(t)) m4 skilgreina Laplace-mynd pannig ad tekin er Laplace-mynd {
hverju hniti fyrir sig,

L{u(®)}(s) = (L{ur(®)}(s), - -, L{um(t)}(s))-
Laplace-mynd fylkjagilds falls er reiknud 4 sama hatt.

11.2.2 Setning (Sja Setningu 10.2.4)

Um sérhvert m x m fylki A gildir
L{e}(s) = (sI — A)~L.

11.2.3 Upprifjun (Sja §10.3 og §7.5)

Gerum rad fyrirad P(D) = a,, D™+ - - +a1 D+ ag sé linulegur afleiduvirki med fastastudla. Latum g € C°(R)
vera fallid sem uppfyllir

P(D)g=0, medg(0)=g(0)=-=g""2(0)=0, 0og g™ 1 (0) = 1/ap.

Pder G(t,7) = g(t — 7) Green-fall virkjans P(D).
Ef a er einhver punktur pa hefur upphafsgildisverkefnid

med
u(a) =u'(a) = =u"™ Y(a) =0,
Gtviraett dkvardada lausn u,, € C™(I) sem gefin er med formulunni
t
wt)= [ Genfmdn il

og G(t, ) er Green-fall virkjans P(D).

11.2.4 Setning (Sja §10.3)

Med sama tdknmal og hér ad ofan gildir ad
1
(s)

Ligh(s) = 5
Einnig gildir

Clu}(s) = £ { [ ote=ns) dT} () = L{g} ()LL) (s):

11.2.5 Setning (Sja Setning 10.3.1)

Ef f og g eru foll af veldisvisisgerd og heildanleg 4 sérhverju bili [0, b], pd er

c{f (- 7)ol i} ()= LKLL))
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11.2.6 Fylgisetning (Sja Fylgisetningu 10.3.2)

Ef f er af veldisvisisgerd og heildanlegt 4 sérhverju bili [0, b], pé er

c{ [ smarf o=t

11.2.7 Setning (Sja Setningu 10.2.1)

Létum f : R, — C vera fall af veldisvisigerd sem er heildanlegt 4 sérhverju bili [0, b]. Pd er £ f fdgad 4 menginu
{s € C| Re s > ¢} (par sem c er fastinn ur 10.1.2.) og

k
LLUY) = COPLU D)), Res>e

11.2.8 Skilgreining og setning

Heaviside-fallid H (z) er skilgreint pannig ad H(t) = 1eft > 0 og H(t) = 0eft < 0.
Fallid H,(t) = H(t — a) er bannig ad H,(t) = 1eft > aog H(t) =0eft < a.
Fyrira > O er

—as

e

L{Ha}(s) =

11.2.9 Setning
Latum f : Ry — C vera fall af veldisvisisgerd. Pa gildir um sérhvert a > 0 ad
L{H(t — a)f(t —a)}(s) = e " L{f}(s).

par sem fallid t — H(t — a) f(t — a) tekur gildid O fyrir 611 ¢ < a.

11.2.10 Skilgreining og setning

Ldtum a vera gefna rauntdlu. Skilgreinum fall f.(¢) pannig ad f.(t) = 1/eefa < ¢t < a + een f(¢t) = 0 fyrir 6ll
onnur gildi 4 ¢. Athugid adefa > O pder
oo
/ fe®)dt =1.
0

Skilgreinum nd &, sem ,,markgildid“ lim._,q f.. Sérstaklega skilgreinum vid Dirac delta fallid sem § = .
Athugid ad 0,(t) = d(t — a).

Athugio: Athugid ad d, er ekki venjulegt fall heldur dtvikkud gerd af falli sem er kollud dreififall.

Hegt er ad reikna heildi af é, og vid faum ad

d
/ 5a(t)dt:{ 1 efec<a<d,

0 annars.
Audvelterad sjdadefc <a < dbpder fcd f(£)04(t) dt = f(a). Sérstaklega gildir ad

L{0,}(s) = e .
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11.2.11 Setning (Andhvefuformula Fourier-Mellin)

Ef f : Ry — C er samfellt deildanlegt 4 koflum og uppfyllir | f(¢)] < Me, t € Ry, par sem M og c eru
jakveedir fastar, pa gildir um sérhvert £ > ¢ og sérhvert ¢ > 0 ad

1 +R )
Loe =) = lim — / (&+in)t p in) d
)+ f(2)) = m oo [ e f(& +in) dn
1 [EHIR «
= 1. o L d
R oo 27 /UR eTLIC) e,
par sem ;:.i}g tdknar ad heildad sé eftir linustrikinu med upphafspunktinn & — ¢R og lokapunktinn £ + i R. Ef

Lf(€+in)eri L'(R) sem fall af n, pd er f samfellt{t og

“+oo
ft) = % / ML F(E +in) dn
1 E+ioco
=5 | EIO

par sem | gjioj tdknar ad heildad sé eftir linunni {£ + in; n € R} { stefnu vaxandi 7.

?

11.2.12 Setning

Latum f : R, — C vera samfellt deildanlegt 4 koflum og af veldisvisisgerd, med | f(t)| < Me, t > 0, og gerum
rad fyrir ad haegt sé ad framlengja L f yfir { fagad fall 4 C\ A, par sem A er endanlegt mengi. Ef & > ¢, M, tdknar
hélfhringinn sem stikadur er med v,.(9) = ¢ + ire'?, 6 € [0, 7] og

<EMT | (C) ‘ ? )
paer

S+ F(-)) = 3 Res(e L1 (Q), ),

a€cA

Ef f er samfellt i ¢, pa gildir

F(£) =Y Res(e“ L(C), ).

a€cA

11.2.13 Fylgisetning

Notum éfram tdknmalid { 10.2.3. Taknum med A nillstédvamengi marglidunnar P(¢). P4 er

g(t) =) Res <If(tz),a>.

acA

If it’s time to go, remember what you're leaving. Remember the best.

- The Doctor, Doctor Who
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Do what I do. Hold tight and pretend it’s a plan!

- The Doctor, Doctor Who

12.1 Kennsluaaetiun

Med fyrirvara um smavagilegar breytingar.

Dagsetning Efni Lesefni
26.08.20. 1.1,1.2, 1.3,
1. Tvinntolur
28.08.20. 2. Marglidur, red foll og veldis- | 1.4, 1.5, 1.6.
visisfoll.
02.09.20 3. R- og C- linulegar varpanir. | 1.7.1-1.7.4, 2.1.
Markgildi og samfelldni.
04.09.20. 2.1,2.2.
4. Faguo foll.
09.09.20. 5. Veldisvisisfallid og lograr. 23,24,2.4,2.5.
11.09.20. 6. Heildi, Cauchy-setningin og | 3.1,3.2,3.3.
Cauchy-formilan.
16.09.20. 7. Afleidingar  Cauchy- | 3.3,3.4,3.5, 3.6,
setningarinnar .
3.7,3.8,3.9,3.10.
18.09.20. 8. Fleiri afleidingar Cauchy- | 3.3,3.4, 3.5, 3.6,
setningarinnar .
3.7,3.8,3.9,3.10.
23.09.20. 9. Laurent-radir og sérstodupunkt- | 4.1, 4.2.
ar.
25.09.20. 4.3,4.4,45, 4.6.

10. Leifasetningin.

Framhald & neestu sidu
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Dagsetning Efni Lesefni
30.09.20. 5.1,5.2.
11. byd foll.
02.10.20. 12. Hagnytingar { straumfredi. 5.2.
07.10.20. 6.1,6.2,6.3,6.4.
13. Afleidujofnur.
09.10.20. 14. Prof. 30% af lokaeinkunn'. Tvinnfallagreining.
14.10.20. Upprifjun 4 lausnaadferdum. Hag- | 6.3, 6.4, 6.5, 6.6.
nytingar.
16.10.20. 15. Tilvist og 6tviredni lausna. 6.7, 6.8.
21.10.20. 16. Linulegar afleidujofnur. 7.1,7.2,7.3.
23.10.20. 17. Sérlausnir. Green-foll. 7.4,7.5.
28.10.20. 18. Green-foll og Wronski- | 7.4,7.5,7.6.
dkvedur.
30.11.20. 8.1,8.2,83.
19. Veldaradalausnir.
04.11.20. 20. Adferd Frobeniusar. 8.4, 8.5.
06.11.20. 21. Linuleg afleidujofnuhneppi. 9.1,9.2,9.3.
11.11.20. 9.4,9.5,9.6.
22. et
13.11.20. 23. Utreikningar lausna. 9.6,9.7.
18.11.20. 10.1, 10.2.
24. Laplace-ummyndun.
20.11.20. 25. Notkun Laplace-ummyndunar. | 10.3, 10.4.
25.11.20. 26. D&mi um notkun freedanna.
27.11.20. Dematimi.

[ ddlkinum Lesefni er visad { kennslubok Ragnars Sigurdssonar.

* genindex

o Pdf-utgafa
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