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KAFLI 1

Formali

Petta kennsluefni er tlad til ad stydja vid kennslu i dfanganum Staerdfraedigreining IT vid Haskola Islands. Pad er
badi adgengilegt sem vefsida, http://notendur.hi.is/sigurdur/staec205, og sem pdf-skjal sem hentar til Gtprentunar.
Efnid byggir upprunalega 4 glerupakka sem Rognvaldur Moller ttbjo fyrir sambearilegan dfanga. Efnid er skrifad {
Markup-tungumali { kerfinu Sphinx sem upphaflega var hannad fyrir hjalpina i forritunarmdlinu Python. Benedikt
Steinar Magnusson adlagadi kerfid pannig ad pad hentar til ad titbtia kennsluefni og naut vid pad adstodar Sélrinar
Hollu Einarsdéttur. Kerfid er opid og allar vidbatur vid pad eru adgengilegar 4 http://github.com/edbook. Arnbjorg
Soffia Arnadéttir og Porsteinn Hjortur Jénsson sdu um uppsetningu 4 efninu { Staerdfradigreiningu II og kann ég
peim bestu pakkir fyrir.

Jantar 2016, Sigurdur Orn Stefansson

Sumarid 2016 var pydingu lykilorda batt vid kerfid. Simon Bodvarsson sa um forritunarvinnuna. Pydingar eru
séttar dr Ordaskra Islenska sterdfredafélagsins. Pegar misabendill svifur yfir lykilordi birtist fyrsta pyding pess
samkvamt ordaskranni. [ sumum tilfellum eru margar mogulegar pydingar sem eiga misvel vid en pa er hagt ad
smella 4 ordid til ad sja alla moguleika.

Jantar 2017, Sigurdur Orn Stefansson



http://notendur.hi.is/sigurdur/stae205
https://notendur.hi.is/sigurdur/stae205/stae205.pdf
http://starfsfolk.hi.is/simaskra/1198
http://notendur.hi.is/bsm
http://notendur.hi.is/bsm
http://github.com/edbook
http://st\T1\ae .is/os
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2 Kafli 1. Formali



KAFLI 2

Gagnlegar upplysingar

2.1 Namsefnio

Vidfangsefnid eru varpanir sem skilgreindar eru 4 hlutmengi { R™ og taka gildi { R™. Sérstaklega munum vid
skoda varpanir r : [a,b] — R™ (stikaferla) og foll f : R™ — R. Namskeidid skiptist i tvo svo til jafnstéra hluta
par sem 1 6drum er diffrun { adalhlutverki og { hinum heildun. Meginpema 1 ndmskeidinu er beiting 4 adferdum
sterdfredigreiningar 4 rimfredileg verkefni.

begar pid purfid virkilega ad reikna, hvort sem pad er { ndmi eda starfi, er liklegt ad reyni 4 kunnattu ykkar { efni
pessa namskeids.

Notud er sama kennslubdk og i Steerdfraedigreiningu I, 8. utgafa af Calculus eftir Adams. I ndmskeidinu verdur
farid yfir mest allt efni kafla 8, 11, 12, 13, 14, 15 og 16 (sj4 dztlun um fyrirlestra). Nemendur { Sterdfredigrein-
ingu IIE szkja tima 1-19 og tima 28 ad tima 9 undanskildum.

2.2 Fyrirlestrar

Fyrirlestrar verda 8:20-9:50 4 manudogum og 10:00-11:30 4 midvikudogum. [ fyrirlestradzetlun og 4 dema-
blodunum er sagt ndnar fra efni fyrirlestra hverrar viku og visad 4 videigandi efnisgreinar i bok. Helstu atridi
fyrirlestranna verda adgengileg 4 vefnum en einnig ma nélgast prentvaena utgafu { pdf-skjali. Ad mestu verdur
fylgt peirri efnisr6d sem er { bk Adams.

2.3 Daemi og deematimar

[ ttmunum 15:00-16:30 4 manuddgum og 14:10-15:40 4 pridjuddgum verda reiknud deemi. bid getid valid i hvorn
timann pid matid. Ratt verdur um lausnir skiladema { timanum 11:40-12:20 4 midvikudogum.

bvi til vidbétar verda stodtimar 4 midvikudogum og fimmtuddgum. I peim timum gefst ykkur tekiferi 4 ad f4
adstod vid skilademi og 6nnur demi sem bid erud ad glima vid og einnig ad fa ndnari dtskyringar 4 atridum Ur
fyrirlestrum og leystum demum. Pid getid valid { hvada stodtima pid metid en athugid ad yfirleitt er mest dlag {
fimmtudagstimunum og pvi getur verid audveldara ad fa adstod fyrr { vikunni.

Damablod og lausnir skiladema verda settar 4 skrdasvaedid { UGLU.

[ dematimum verdur fyrst farid yfir demi med undirstrikudum nimerum.



https://notendur.hi.is/sigurdur/stae205/vidauki.html#kennsluaaetlun
https://notendur.hi.is/sigurdur/stae205/vidauki.html#kennsluaaetlun
https://notendur.hi.is/sigurdur/stae205/stae205.pdf
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2.4 Skiladeemi og proftokuréttur

A misserinu verda 11 sinnum (IIE: 9 sinnum) 16gd fyrir skiladzemi. Fyrstu skiladzemi verda fostudaginn 12. jandar.

Mikilveegt: Til ad 6dlast proftokurétt parf ad skila ad minnsta kosti 7 af 11 (IIE: § af 9) heimademum. Skil
teljast ekki gild nema pid hafi n4d 50% arangri { glimunni vid demin. Pid berid sjalf dbyrgd 4 ad fylgjast med ad
skil séu rétt skrad { Uglunni. Yfirfarin heimademi undirritud af adstodarkennara gilda sem kvittun fyrir skilum.
Haldid peim pvi til haga!

Damum 4 ad skila fyrir 13:00 4 fostudogum 1 hélf merkt Sigurdur Orn Stefansson i anddyri VRII. Vinsamlegast
merkid lausnir ykkar med fullu nafni ykkar og hvada grein pid erud { (t.d. rafmagnsverkfredi, efnafredi...) efst
a fremstu sidunni. Ef lausnir ykkar eru 4 tveimur eda fleiri blodum pa purfid pid ad hefta pau saman. Yfirfarnar
urlausnir ma nalgast { rekkunum vid stigann 4 jardhed { VRII 4 midvikudagsmorgni vikuna eftir skil.

2.5 Prof

A misserinu verda tvo stutt préf sem hvort um sig gildir 15% til lokaeinkunnar en pé eingéngu til hakkunar. Eg
stefni ad pvi ad hafa fyrra préfid 1 tima 21. febrdar. P4 verdur préfad dr lesnu efni, skilgreiningum og setningum.
Seinna préfid verdur vantanlega i tima 21. mars. A pvi préfi verda demi og atridi sem hafa komid fyrir i
skilademum. Engin skilademi eru 16gd fyrir paer vikur sem préfin eru haldin.

I 1ok namskeidsins er priggja tima skriflegt préf sem gildir 70%. Naudsynlegt og nzgjanlegt er ad fi a.m.k. 5
i lokapréfinu til ad standast ndmskeidid. Engin hjalpargdgn eru heimil { préfinu, nema formiilubl6d sem fylgja
préfverkefni. Vasareiknar eru ekki leyfdir { préfinu. A préfinu verda deemi tr 6llum hlutum ndmsefnisins. Damin
munu badi reyna 4 reikniferni og grundvallarskilning 4 hugtokum.

2.6 A0 taka namskeidio i annad sinn

Pau ykkar sem situd ndmskeidid 1 fyrra og unnud ykkur inn préftokurétt haldid proftokuréttinum en eldri prof-
tokuréttur gildir ekki. Einkunnir Gr misserispréfum frd { fyrra gilda ekki. Pid erud hvott til ad taka fullan patt {
namskeidinu med demaskilum og patttoku { misserispréfum.

2.7 Viotalstimar kennara

Kennari ndmskeidsins er Sigurdur Orn Stefdnsson, og hefur skrifstofu 4 pridju hed { Teknigardi. Timarnir fra
11:40 - 12:20 4 midvikudogum verda nyttir til ad fara yfir lausnir skiladema og 1 fyrirspurnir og adrar umradur.
Adrir vidtalstimar eru eftir samkomulagi. STminn minn er 525 5481 og t6lvupéstfangid er sigurdur @hi.is.

Mikilveaegt: Par sem mjog margir nemendur eru i ndmskeidinu bid ég ykkur um ad thuga 4dur en pid sendid
tolvupdst hvort svarid vid spurningunni sé ad finna { pessu skjali eda hvort pid gaetud borid spurninguna fram {
fyrirlestri, dematima, stodtima eda vidtalstima.

2.8 Hugbunadur

Vid munum nota forritid Matlab i namskeidinu, adallega til ad framkalla teikningar. A heimasidu Kristjans Jonas-
sonar getid pid ndlgast dtgafu af Matlab fyrir nemendur hdskélans.

Fyrir pa sem kjo6sa frjdlsan hugbtnad p4a ma benda 4 ad forritid Octave, er ad mestu leyti samberilegt vid Matlab.
P4 er einnig moguleiki ad keyra Octave gegnum vafra.

4 Kafli 2. Gagnlegar upplysingar


mailto:sigurdur@hi.is
http://notendur.hi.is/jonasson/matlab/
http://notendur.hi.is/jonasson/matlab/
http://www.gnu.org/software/octave
https://octave-online.net/

KAFLI 3

Ferlar

Winter is coming.

- George R.R. Martin, A Game of Thrones

3.1 Inngangur

* Vidfangsefni ndmskeidsins er varpanir sem skilgreindar eru 4 hlutmengi { R™ og taka gildi {f R™.
* Faumst vid sterdfredigreiningu { morgum breytisterdum.

» Samberileg verkefni og 1 sterdfredigreiningu { einni breytisterd: Samfelldni, diffrun, heildun. Rimfradi-
leg tdlkun skiptir nd miklu mali.

* Gerir okkur kleift ad fast vid morg raunveruleg verkefni par sem margar breytisterdir koma vid sogu.

3.2 Stikaferlar

3.2.1 Skilgreining

Vorpun r : [a,b] — R™ pannig ad r(¢t) = (r1(¢),...,r,(t)) kallast vigurgild vorpun. Slik vorpun er s6gd
samfelld ef follin 4, . . ., r,, eru 61l samfelld. Samfelld vorpun r : [a,b] — R™ er oft kollud stikaferill.

3.2.2 Rithattur

Pegar fjallad er um stikaferil r : [a, b] — R? pd er oft ritad
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3.3 Ferlar og stikanir a ferlum

3.3.1 Skilgreining

Ferill { plani er mengi punkta (z,y) { planinu pannig ad skrifa md x = f(¢) og y = g(¢) fyrir ¢ 4 bili I par sem f
og g eru samfelld foll 4 I. Auk pess liggur (f(¢), g(¢)) 1 punktamenginu fyrir 611 ¢ € I. Bilid I dsamt f6llunum
(f, g) kallast stikun 4 ferlinum. Ferill { rami og szikun 4 ferli { rdmi eru skilgreind 4 sambeerilegan hatt.

Advorun: Ferill { plani/rimi er ekki pad sama og stikaferill. Fyrir gefinn feril eru til (6endanlega) margar
olikar stikanir.

3.3.2 Daemi - Edlisfreedileg tulkun

Lita m4 4 veginn milli Reykjavikur og Akureyrar sem feril.

Lita m4 4 ferdalag eftir veginum frd Reykjavik til Akureyrar par sem stadsetning er pekkt 4 hverjum tima sem
stikaferil par sem timinn er stikinn.

3.3.3 Daemi
Jafnan
,I2 4 y2 — 1

lysir ferli { planinu sem er hringur med midju { (0,0) og geisla 1. D@&mi um 6likar stikanir:

ri(t) = (cos(t),sin(t)), fyrirt 4 bilinu [0, 27].

ra(t) = (t,V1—1t2) fyrir ¢ 4 bilinu [1, 1],
2Tl @—t,—/1—(2—1)?) fyrirt 4bilinu [1,3].

3.4 Diffrun stikaferla

3.4.1 Skilgreining

Stikaferill r : [a, b] — R™ er diffranlegur i punkti t ef markgildid

er til. Stikaferillinn r er sagdur diffranlegur ef hann er diffranlegur { 61lum punktum & bilinu [a, b]. (I endapunktum
bilsins [a, b] er pess krafist ad einhlida afleidur séu skilgreindar.)

3.4.2 Setning

Stikaferill r : [a, b] — R™ er diffranlegur i punkti t ef og adeins ef follin rq, . . ., 7, eru 61l diffranleg { ¢. P4 gildir
ad

6 Kafli 3. Ferlar



Steaerdfraedigreining Il (STAE205G), Utgafa 2018

3.4.3 Rithattur

Litumr : [a,b] — R™ vera diffranlegan stikaferil. Venja er ad rita v(¢) = r'(¢) og tala um v(t) sem hrada eda
hradavigur. Talan |v(t)| er kollud ferd. Einnig er ritad a(t) = v’(¢) = r”(¢) og talad um a(t) sem hrddun eda
hrodunarvigur.

3.4.4 Daemi

Litum 4 eftirfarand stikaferla sem stika hring med midju { (0,0) og geisla 1.

ri(t) = (cos(t),sin(t)), fyrir ¢ 4 bilinu [0, 27].
ra(t) = (cos(t?),sin(¢?)), fyrir ¢ 4 bilinu [0, v27].

P4 er tilsvarandi hradi

vi(t) =1} (t) = (—sin(t),cos(t)), fyrirt & bilinu [0, 27].
va(t) = rh(t) = (—2tsin(t?), 2t cos(t?)), fyrir t 4 bilinu [0, v27].

og ferdin |v1(t)| = 1 og |va(t)| = 2t.

3.4.5 Setning

Litumu, v : [a,b] — R" vera diffranlega stikaferla og A diffranlegt fall. P4 eru stikaferlarnir u(¢)+v(¢), A(t)u(t)
og u(A(t)) diffranlegir, og ef n = 3 pd er stikaferillinn u(t) x v(¢) lika diffranlegur. Fallid u(t) - v(¢) er lika
diffranlegt. Eftirfarandi listi synir formulur fyrir afleidunum:

@) g (u(t) +v(t) = u'(t) + v'(2),

(b) & (A(u(t)) = N (t)u(t) + A(H)u' (1),

(© fF(u(t)-v(t) =u'(t) - v(t) +u(t) - v'(1),

@ 7 (u(t) x v(t)) = w'(t) x v(t) +ut) x v'(1),
(@) g (u(A(1)) = u' (A®)N (D).

Ef u(t) # 0 pder

® 5 u(0)] =

)
)

3.4.6 Skilgreining

Litumr : [a,b] = R™;r(t) = (r1(t),...,rn(t)) vera stikaferil.

Stikaferillinn er sagdur samfellt diffranlegur ef follin r1(t),...,r,(t) eru 6ll diffranleg og afleidur peirra eru
samfelldar. Samfellt diffranlegur stikaferill er sagdur pjdll ef r'(t) # O fyrir 611 ¢.

Stikaferillinn er sagdur samfellt diffranlegur d koflum ef til eru tolur by, . .., b pannigad a = by < by < -+ <
b, = b og stikaferillinn er samfellt diffranlegur 4 hverju bili [b;_1,b;]. Pad ad stikaferill sé pjdll d kdflum er
skilgreint 4 sambzrilegan hatt.

3.4.7 Setning

Latum r = f(t)i + g(¢)j vera samfellt diffranlegan stikaferil fyrir ¢ 4 bili I. Ef f'(¢) # 0 4 I pé hefur ferilinn
snertilinu fyrir hvert gildi 4 ¢ og hallatala hennar er

dy g'(t)

dx — f'(t)’

3.4. Diffrun stikaferla 7
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Ef ¢'(t) # 0 4 I pa hefur ferilinn pverlinu fyrir hvert gildi 4 ¢ og hallatala hennar er
de _ f'(t)

dy  g'(t)

3.5 Lengd stikaferils

3.5.1 Regla

Litum r : [a,b] — R™ vera samfellt diffranlegan stikaferil. Lengd eda bogalengd stikaferilsins er skilgreind med

formulunni
b
s:/ [v(t)| dt.

3.5.2 Skilgreining og umraeda

Litumr : [a,b] — R™ vera samfellt diffranlegan stikaferil. Sagt er ad stikaferillinn sé stikadur med bogalengd ef
fyrir allar tolur ¢1, ¢ pannig ad a < t; < to < b pa gildir

ta
ts—t :/ v(t)] dt.

t1

(Skilyrdid segir ad lengd stikaferilsins 4 milli punkta r(¢;) og r(¢2) sé jofn muninum 4 ¢o og ¢;.) Stikun med
bogalengd ma lika pekkja 4 peim eiginleika ad |v(¢)| = 1 fyrir 611 gildi 4 ¢.
Synidaemi

Stikum gormferilinn r = a cos(t)i + asin(t)j + btk med bogalengd frd punkti (a, 0, 0) { stefnu vaxandi ¢.

Lausn: Reiknum
v(t) = —asin(t)i+ acos(t)j og
[v(t)| = \/aQ(Sin2(t) + cos?(t)) + b2 = Va2 + b2.

ba er lengd ferilsins frd O til ¢ gefin med

t
s(t) = / Va2 + b2dr = v/ a? + b2t
0

og ef vid leysum fyrir ¢ sem fall af s faest

S
V@ e

P4 er stikun med bogalengd, k6llum hana ry, gefin med

s s bs
ry(s) =r(t(s)) = acos | ——— )i+ asin j + k.
o(5) = x0(5) = acos =) (o )i+ s

8 Kafli 3. Ferlar
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Gormferillinn fyrir gildina =b =1 0g 6 € [0, 47].

3.6 Pdlhnit

* bPegar vid faumst vid verkefni { morgum viddum hofum vid frelsi til ad velja hnitakerfi.

* Heppilegt val 4 hnitakerfi getur skipt skopum vid lausn verkefnis.

3.6.1 Skilgreining
Latum P = (z,y) # 0 vera punkt { plani. Pélhnit P er talnapar [r, ] pannig ad r er fjarlegd P frd O = (0,0) og

6 er hornid 4 milli striksins OP og x-assins. (Hornid er melt pannig ad rangselis stefna telst jakvad, og leggja
ma vid 6 heil margfeldi af 27.)

3.6.2 Regla
Ef p6lhnit punkts { plani eru [r, 6] pbd ma reikna hornrétt hnit hans (xy-hnit) med formdlunum
x =rcosf og y =rsinf.

Ef vid pekkjum zy-hnit punkts pd mé finna pdlhnitin 1t {frd jofnunum

r=+z2+y? og tanf = 2.
x

(Ef v =0pdmdtaka6 = T efy > 0en 6 = —F ef y < 0. Pegar jafnan tan§ = £ er notud til ad dkvarda ¢ pa

er tekin lausn 4 milli —5 og 5 ef x > 0 en d milli 5 og 37” efx <0.)

3.7 Pdlhnitagraf

3.7.1 Skilgreining og umraeda

Létum f vera fall skilgreint fyrir € pannig ad o < 6 < 8. Jafnan r = f(6) lysir mengi allra punkta { planinu sem
hafa pélhnit & forminu [f(6), 6] par sem o < 6 < S. Petta mengi kallast pdlhnitagraf fallsins f.

3.6. Pdlhnit 9
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Pélhnitagraf er ferill 1 planinu sem m4 stika med stikaferlinum
r:[a, ] — R?

med formulu

r(0) = [£(0),0] = (£(0) cos 0, f(0) sin0).

Synidaemi

Finnum skurdpunkta hjartaferilsins r = 1 — sin 6 og hringsins r = sin 6.

Lausn: Athugum fyrst hvort ferlarnir skerist fyrir sama gildi 4 » > 0 og 6. Leysum pa jofnuna 1 —sin 6 = sin 6 og
faum sin § = % Hjartaferillinn er med lotu 27 en hringurinn lotu 7 svo ndg er ad skoda lausnir fyrir 6 € [0, 27].

Fdum lausnir § = /6 og § = 57 /6 og skurdpunktarnir eru pvi [1/2, 7/6] og [1/2, 57/6].

Athugid ad vid purfum einnig ad athuga hvort ferlarnir skerist pegar » = 0 en pa gaetu peir skorist fyrir 6lik gildi
4 0. Hjartaferillinn sker punktinn (0, 0) pegar § = 7 /2 og hringurinn sker (0, 0) fyrir 8 = 0 og pvi er (0, 0) einnig
skurdpunktur.

Hringurinn og hjartaferillinn saman d mynd. A myndinni md sjd skurdpunktana prjd sem reiknadir voru ad ofan.

3.8 Snertill vid polhnitagraf

3.8.1 Setning

Léitum r = f(0) vera pdlhnitagraf fallsins f og gerum rad fyrir ad fallid f sé samfellt diffranlegt. Latum r(6)
tdkna stikunina 4 pélhnitagrafinu sem innleidd er { 1.7.1. Ef vigurinn r'(0) # 0 pa gefur pessi vigur stefnu snertils
vid pélhnitagrafid og it frd r’ () ma reikna hallatolu snertils vid pSlhnitagrafid.

10 Kafli 3. Ferlar
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3.9 Flatarmal

3.9.1 Setning

Flatarmdl svedisins sem afmarkast af geislunum 6 = a og 6 = 5 (med a < S og f — a < 2m) og pdlhnitagrafi
r = f(0) (f samfellt) er

A—l/ﬁ 2d0—1/Bf(9)2d9
=3 ar =3 5 .

Synidaemi

Finnum flatarmal svadisins sem afmarkast af spiralnum r = 6 og geislunum 6§ = 0 og 6 = 2.

Lausn: Kollum flatarmalid A. Reiknum

1 2 11 473
A== 0%do = = =(2m)° = —.
2 J, 2327 =3

o
T

IS
T

Mynd af spiralnum (1 bldu) og geislunum (i raudu). Sveedio afmarkast af bldu og raudu ferlunum.

3.10 Bogalengd

3.10.1 Setning

Gerum rad fyrir ad fallid f(6) sé diffranlegt. Bogalengd pélhnitagrafsins r = f(6), pegar a« < 6 < 3, er gefin
med formulunni

B
5= / VIO + 1(6)% do.

Synidaemi

Finnum bogalengd spiralsins sem skilgreindur er med pélhnitagrafinu r = 6 fyrir 6 € [0, 27].

3.9. Flatarmal 11



Steaerdfraedigreining Il (STAE205G), Utgafa 2018

Lausn: Kollum bogalengdina s og reiknum

2m
s= V14 62do notum innsetningu 6 = sinh(x)
0

sinh~!(27) sinh~*(27)
= / 1 + sinh?(z) cosh(z)dz = / cosh?(z)dx
0 0

sinh71(27r) 1 h(2 1 1
_ / —’—C%(x)dx =3 (sinh_1(27r) + 3 sinh (2 sinh_1(27r))> )
0

3.11 Einingarsnertivigur

3.11.1 Skilgreining

Latum C vera feril { plani eda rdmi. Latum r vera stikun 4 C og gerum rad fyrir ad r sé pjéll stikaferill (p.e.a.s. r
er samfellt diffranlegur stikaferill og r/(¢) # O fyrir 6ll t). Einingarsnertivigurinn T vid ferilinn C { punktinum
r(t) er skilgreindur med formdlunni

3.12 Krappi

3.12.1 Skilgreining

Latum C vera feril { plani eda rimi og r stikun 4 C med bogalengd. (Pegar fjallad er um stikanir med bogalengd
er venja a0 tdkna stikann med s.) Lengd hradavigurs er alltaf 1 og pvi er T(s) = v(s). Krappi ferilsins C {
punktinum r(s) er skilgreindur sem talan

dT
Krappageisli { punktinum r(s) er skilgreindur sem
1

3.13 Meginpverill

3.13.1 Skilgreining

Létum C vera feril { plani eda rimi og r stikun 4 C med bogalengd. Meginpverill { punkti r(s) er skilgreindur sem
vigurinn

) 1

N = 1] = o)

3.13.2 Umraeda

do

Tdknum med 6 hornid sem T myndar vid grunnvigurinn i. Pder k = 7.

12 Kafli 3. Ferlar
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3.14 Hjufurplan

3.14.1 Skilgreining

Latum C vera feril { plani eda rimi og r stikun 4 C med bogalengd.

Hjiifurplanid vid ferilinn { punkti r(s) er planid sem spannad er af vigrunum T(s) og IN(s) og liggur um punktinn
r(s).

Hjiifurhringur vid ferilinn { punkti r(s) er hringur sem liggur i hjdfurplaninu, fer { gegnum punktinn r(s), hefur
geisla p(s) og hefur midju { punktinum r(s) + p(s)N(s).

3.15 Tvipverill

3.15.1 Skilgreining
Latum C vera feril { plani eda rtimi og r stikun 4 C med bogalengd. Vigurinn
B(s) = T(s) x N(s)

kallast tvipverill vid ferilinn { r(s).

{T(s),N(s),B(s)} er pverstadladur grunnur og kallast Frenet ramminn.

3.16 Vindingur

3.16.1 Setning og skilgreining

Léatum C vera feril { plani eda rimi og r stikun 4 C med bogalengd. Vigurinn B’(s) er samsida vigrinum N(s),
b.e.a.s. B'(s) er margfeldi af N(s). Talan 7(s) pannig ad

B'(s) = —7(s)N(s)

kallast vindingur ferilsins { punktinum r(s).

3.14. Hjafurplan 13
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3.17 Frenet-Serret jofnurnar

3.17.1 Jofnur

Latum C vera feril { plani eda rtimi og r stikun 4 C med bogalengd. P4 gildir

T'(s) = kN
N'(s) = —xT + 7B
B'(s) = —7N.

3.17.2 Setning

Latum C vera feril { plani eda rimi. Gerum rad fyrir ad r sé pjéll stikaferill sem stikar C. Ritum v = r/(¢) og
a = r”(t). P4 gildir { punktinum r(¢) ad

\% v Xa

T=_—, = —) N=BxT,
vl v x al
einnig er
:\vxa| :(vxa)~%a
VB v x al?
Synidaemi

Gerum rad fyrir ad f sé tvisvar sinnum diffranlegt. Finnum krappa ferilsins y = f(x) { punktinum (z, f(z)).

Lausn: Stikum ferilinn med r(z) = xi+ f(x)j. Pd eru hradinn v og hrodunin a gefin med

v(z) =i+ f(2)]

Reiknum svo krossfeldid

b4 er krappinn gefinn med

k(z) = | .
v(z)? 1+ (f'(2))?)%/?

14 Kafli 3. Ferlar



KAFLI 4

Hlutafleidur

“If you need help bark like a dog.“ - Gendry. ,,That’s stupid. If I need help I’ll shout help.* - Arya”
- George R.R. Martin, A Clash of Kings

4.1 Graf falls

4.1.1 Skilgreining
Latum f : R? — R vera fall. Graf fallsins er skilgreint sem mengid

{(z,y, f(z,9)) | (z,y) € R} CR®.
Ef f : R?® — Reer fall, pd er graf fallsins skilgreint sem mengid

{(z,y,2, f(x,y,2)) | (x,9,2) € R’} CR™

0.95 =
o //"' '00 SIS
; //"Il‘O'O “‘\\\\ e
"o s s SN
0.85 \ (0

Graf fallsins f(x,y) = /1 — 22 —y2, —0.5 < z,y < 0.5.

15
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4.2 Jafnhaeodarlinur

4.2.1 Skilgreining

Latum f : R? — R vera fall. Ef c er fasti b4 er mengid

{(z,y) | flz,y) =c} CR?

kallad jafnhedarlina eda jafnhedarferill fallsins f fyrir fastann c.

Latum f : R3 — R vera fall. Ef c er fasti b4 er mengid

{(z,9,2) | f(2,y,2) = ¢}

kallad jafnheedarflotur fallsins f fyrir fastann c.

02

09

0.2

[X¢]

09

0%

09

Nokkrar jafncedarlinur fallsins f(x,y) = /1 — 22 — y2, —0.5 < z,y < 0.5.

4.3 Fjarlaego milli punkta

4.3.1 Skilgreining

Fjarlegdin milli tveggja punkta x = (21,2, ...,2,) 08y = (Y1, Y2, - - -, Yn) { R™ er skilgreind sem talan

x—yl=V(@1— 1)+ (@2 —y2)> + -+ (20— yn)*

4.4 Opnar kulur

4.4.1 Skilgreining
Latum P = (p1,pa, ..., pn) vera punkt { R™. Skilgreinum opnu kiiluna med midju i P og geisla  sem mengid
B.(P)={QeR"||Q— P <r}.

[ R? er edlilegra ad tala um opna skifu eda opinn disk i stad opinnar kilu og i R p4 er talad um opin bil.

16 Kafli 4. Hlutafleidur
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4.5 Opin mengi

4.5.1 Skilgreining

Latum U vera hlutmengi { R".
Sagt er ad U sé opid mengi ef um sérhvern punkt P { U gildir ad til er tala » > 0 pannig ad B,.(P) C U.

Mengid U er sagt lokad ef fyllimengid er opid. (Fyllimengi U er skilgreint sem mengid R™ \ U = {@Q € R" |
Q¢U})

4.6 Jadarpunktur

4.6.1 Skilgreining
Léatum U vera mengi { R™. Punktur P { R™ er sagdur jadarpunktur U ef sérhver opin kila B,.(P) med r > 0

inniheldur bedi punkt dr U og punkt dr R™ \ U. (Athugid ad badi er mogulegt ad jadarpunktur U sé i U og ad
hann sé€ ekki{ U.)

4.7 Skilgreiningarmengi

4.7.1 Skilgreining
Fyrir fall f(x1,x9,...,2,) bd tdknar D(f) skilgreiningarmengi fallsins f. Ef fallid er gefid med formilu og

ekkert sagt um D( f) pd litum vid svo 4 ad D( f) sé mengi allra punkta { R™ pannig ad formilan gefi vel skilgreinda
tolu.

4.8 Markgildi

4.8.1 Skilgreining

Litum f(x1,x2,...,x,) vera fall af n breytisterdum med skilgreiningarmengi D(f) € R”. Litum P =
(p1,p2, ..., pn) vera punkt { R™ pannig ad sérhver opin kila um P inniheldur meira en einn punkt dr D(f).

Segjum ad f(x1,xa, ..., x,) stefni d télu L pegar (x1,xa, ..., x,) stefnir & (p1,pa, . .., ppn) ef eftirfarandi gildir:

Fyrir sérhverja télu € > 0 er til tala 6 > 0 pannig ad ef (1, x2,...,x,) € D(f) og

0< |($1,$2,...,.’En> - (p17p27"'7pn)| < 0

paer
|f(‘rlax27"'7$n) 7L| <e€

4.8.2 Rithattur

Ef f(x1,29,...,x,) stefnir 4 t6lu L pegar (z1, 22, ..., x,) stefnir 4 (p1,pa, ..., ps) pd er ritad
lim flxy,xe,...,x,) = L.

(z1,%2,..,Tn) = (P1,D2,-sPn)

og L kallast markgildi fallsins f { punktinum (a1, z2, ..., 2,).

4.5. Opin mengi 17
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4.8.3 Skilgreining (Skilgreining 2.8.1 sett fram fyrir foll af tveimur breytum.)
Latum f(x,y) vera fall skilgreint 4 mengi D(f) C R2. Latum (a, b) vera punkt { R? pannig ad sérhver opin skifa
um (a, b) inniheldur meira en einn punkt tr D(f).

Segjum ad f(z,y) stefni 4 tolu L pegar (z,y) stefnir 4 (a, b) ef eftirfarandi gildir:

Fyrir sérhverja tolu € > 0 er til tala 6 > 0 pannig ad ef (x,y) € D(f) og

0> |(z,y) = (a,b)] = V(2 —a)> + (y = b)? >0

paer

[f(,y) = L] <e.

4.9 Reglur um markgildi

4.9.1 Setning

Latum f og g vera foll af tveimur breytum. Gerum rad fyrir ad

lim f(x,y)=L o lim z,y) =M,
(z,y)—(a,b) (@9) s (w,y)ﬂ(a,b)g( v)

og a0 sérhver grennd um (a, b) innihaldi fleiri en einn punkt par sem badi follin f og g eru skilgreind. P4 gildir
(a) lim(z,y)a(a,b) (f(xv y) + g(iC, y)) =L+M.
(b) hm(m,y)%(a,b) f(xv y)g(m, y) = LM.

(©) lim(y y)—(a,b) ggfgg = L svo framarlega sem M # 0.

(d) lim(, ) (0,0 F'(f(2,y)) = F(L) ef F er fall af einni breytistzrd sem er samfellt { punktinum L.

4.10 Samfelldni

4.10.1 Skilgreining

Litum f vera fall af n breytisterdum skilgreint 4 mengi D(f) { R™. Fallid f er sagt samfellt { punkti
(p17p27 cee 7pn) iD(f) ef

lim flr,ze, ... xn) = f(P1,D2s -+ s Pn)-

(z1,%2,0,20) = (P1,D25++sPn)

Sagt er ad fallid sé samfellt ef pad er samfellt { 61lum punktum skilgreiningarmengis sins.

4.11 Hlutafleidur

4.11.1 Skilgreining

Létum f(z,y) vera fall af tveimur breytum x og y sem er skilgreint 4 opinni skifu med midju i punktinum (a, b).

18 Kafli 4. Hlutafleidur
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Skilgreinum Alutafleiou m.t.t. x i (a, b) med

fla+h,b) — f(a,b)

flo) = iy HE
og hlutafleiou m.t.t. y i (a,b) med
f2(a b):hm f(a?b+k)_f(a’b)

k—0 k

ef markgildin eru til.

Hlutafleidoa m.t.t. x fyrir y = 1.

Hlutafleida m.t.t. y fyrir x = 1.

4.11.2 Skilgreining

Létum f(x,y, z) vera fall af premur breytum z, y og z sem er skilgreint 4 opinni kdlu med midju i punktinum
(a,b,c).

Skilgreinum hlutafleiou m.t.t. x 1 (a,b, c) med

fila,b,c) = }11_% f(a—l—h,b,c})l— f(a,b, C>,

4.11. Hlutafleiour 19
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hlutafleidu m.t.t. y i (a,b, c) med

fala,b,c) = 111_% fla,b+ k;,c]z — f(a,b,¢)

og hlutafleiou m.t.t. z 1 (a,b,c) med

fo(arh, ) = lim L(@0c+0 = fla,bo)

£—0
ef markgildin eru til.
4.11.3 Skilgreining
Latum f vera fall af n breytum 21, 22, . . ., Z,, sem er skilgreint 4 opinni kdlu um punktinn a = (aq, as, . .., an).

Hlutafleida f med tilliti til breytunnar xj, { punktinum a er skilgreind sem markgildid

(e — tn o) — f(@)

h—0 h

ef markgildid er til. (Hér stendur ey, fyrir vigurinn sem er med O { 6llum hnitum nema pvi k-ta par sem er 1.)

4.11.4 Rithattur

Ritum z = f(z,y). Ymis konar rithéttur er fyrir hlutafleidur, m.a.

Fie9) = 5= ) = Dif(ry) = foley) = Def(r,y) = 0.1 2,y)
hmw=gg=%ﬂ%m=mﬂ%w=hmw=Dme=%ﬂ%w

Pegar vid viljum tdkna gildid 4 hlutafleidu f i dkvednum punkti (x,y) = (a,b) pé eru lika ymsir méguleikar, til
demis

0z ( k)

0zl fmm) = fi(a,b) = D1 f(a.b)
89: (a,b) 8x (a,b) 1 1

0z 9

|y \0y = fala,b) = b).
83/ (a,b) <8yf(x’y)> (a,b) fQ(Cl, ) DQf((l, )

Advorun: Strangt til tekid merkir rithatturinn a% f(a, b) ad vid stingum fyrst inn t6lunum a og b og diffrum
sidan me0 tilliti til . En par sem f(a, b) er 6had x er utkoman 0.

4.12 Snertiplan

Létum f(x,y) vera fall af tveimur breytisterdum pannig ad hlutafleidurnar f;(a,b) og f2(a,b) séu skilgreindar.
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[ punktinum (a, b, f(a,b)) er
T =i+ fi(a,b)k snertivigur vid ferilinn f(z,b) = z og
Ty =j+ fa(a,b)k snertivigur vio ferilinn f(a,y) = z.

Taknum med S planid sem hefur stikunina

(a,b, f(a,b)) + sT1 +tTe, —o0<s,t<o0.
Vigurinn

n="Ty; x Ty = fi(a,b)i+ fo(a,b)j —k

er pvervigur 4 .S og jafna plansins .S er

z = f(a,b) + fi(a,b)(z — a) + f2(a, b)(y = b).
Pverlina 4 S hefur stikun

(a,b, f(a,b)) +un, —oo < u < oco.

Ef f(x,y) er 'n6gu nélegt’ (skilgreint ndnar sidar) planinu S pegar (z, y) er ndleegt punktinum (a, b) pd kallast S
snertiplan vid grafid z = f(x,y) { punktinum (a, b, f(a,b)).

4.13 Hlutafleidur af haerra stigi

4.13.1 Skilgreining

Ritum z = f(x,y). Annars stigs hlutafleiour f eru skilgreindar med formilunum

0%z 0 0z
922 oror fii(z,y) = fmz(xvy)u
0%z 0 0z

67y2 = 5Ty5‘7y = fo2(2,y) = fyy(z,y),

4.13. Hlutafleiour af heerra stigi 21
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0%z 0 0z
Dxdy = %Oiy = fa(z,y) = fyr(xay)v
0%z 0 0z
Dy = @% = fi2(z,y) = fmy(ﬂfay)~

Hlutafleidurnar f11(x,y) og fao(x,y) kallast hreinar hlutafleidur og fi2(x,y) og fo1(x,y) kallast blandadar
hlutafleidur.

4.13.2 Setning

Léatum f(z,y) vera fall sem er skilgreint 4 opinni skifu D med midju { P = (a, b) . Gerum rad fyrir ad hlutafleid-
urnar f1(x,y), fo(z,y), fi2(z,y) og fa1(z,y) séu allar skilgreindar 4 D og ad per séu allar samfelldar 4 D. P4
gildir ad

f12(a7b) = f21(a’b)'

4.13.3 Hugmynd ad skilgreiningu

Skilgreiningu 5.6 ma utvikka 4 augljésan hatt til ad skilgreina 2. stigs hlutafleidur fyrir f6ll af fleiri en tveimur
breytum. Einnig er augljost hvernig ma skilgreina hlutafleidur af heerri stigum en 2, til deemis ef w = f(z, v, 2)

bé

93
g (diffra fyrst tvisvar m.t.t. ¥, svo einu sinni m.t.t. x)
0z0y?

og
3w .

(diffra fyrst m.t.t. y, svo m.t.t. z og ad lokum m.t.t. y).
Oy0z0y

4.13.4 Setning (Almenn utgafa af Setningu 2.13.2)

Ldtum f vera fall n breytisteerdum sem er skilgreint 4 opinni kilu med midju{ P = (21, z2,...,2,).

Skodum tver hlutafleidur f { punktum P bar sem er diffrad med tilliti til somu breytisteerda og jafn oft med tilliti
til hverrar breytisteerdar. Ef pessar hlutafleidur eru samfelldar { punktinum P og allar hlutafleidur af laegra stigi
eru skilgreindar & D og samfelldar & D p4 eru hlutafleidurnar sem vid erum ad skoda jafnar i P.

4.13.5 Daemi:

Ef w = f(x,y, 2) er fall af premur breytisteerdum pd er t.d.

0*w B 0w
0220ydz  0xdydxrdz

ef skilyrdin { setningunni eru uppfyllt.
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4.14 Keojuregla

4.14.1 Setning (Kedjureglan i einni breytistaerd.)

Vid munum nd skoda nokkrar utgafur af kedjureglu fyrir foll af morgum breytisterdum. Gerum rad fyrir ad
fallid f(u) sé diffranlegt i punktinum v = g(z) og ad fallid g(x) sé diffranlegt { punktinum x. P4 er fallid
(fog)(x) = f(g(x)) diffranlegt { = og

4.14.2 Setning

Létum f(x,y) vera fall par sem z = x(¢) og y = y(t) eru foll af breytu ¢t. Gerum rdd fyrir ad 4 opinni skifu
um punktinum (z(t), y(¢)) séu badar fyrsta stigs hlutafleidur f skilgreindar og samfelldar. Gerum enn fremur rdd
fyrir ad follin (t) og y(t) séu badi diffranleg { punktinum ¢. P4 er fallid

diffranlegt 1 ¢ og

4.14.3 Rithattur

Ritum z = f(z,y) par sem z = z(t) og y = y(¢) eru foll af breytu ¢. P4 er

dz _ 0zdr  9zdy
dt  Oxdt  Oydt’

Z

(S N L —
o — T —

4.14.4 Setning

Létum f(z,y) vera fall af breytisterdum x og y sem aftur eru foll af breytum s og ¢, pad er ad segja © = x(s,t)
ogy = y(s,t). Ritum svo

9(s,t) = f(x(s,1),y(s,1)).
ba gildir (ad gefnum sambarilegum skilyrdum og { 2.14.2) ad

gl(svt) = fl(x(s,t),y(s,t))x1(87t) + fZ(x(svt)a y(S,t))yl(S,t),
og

gQ(S’t) = fl(x(57t)7y(8a t))xQ(Sat) + fQ(x(svt)’ y(87t>)y2(s’t)'
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4.14.5 Rithattur

Ritum z = f(z,y) par sem z = z(s,t) og y = y(s,t) eru foll af breytum s og ¢. Pd er

0z 0z0x 0z0y 0z 020z 020y

9s  0xds  Oyds S ot Odwot  oyot

X

|
s

4.14.6 Rithattur

Ritum z = f(x,y) par sem z = x(s,t) og y = y(s,t) eru foll af breytum s og ¢. P4 er

5 %l

|
—

oz oz
9z  9z| |9s @t
Ox oy Jdy y

Os ot

4.14.7 Setning

Latum u vera fall af n breytum x1, 2o, ..., x, pannig ad hvert x; ma rita sem fall af m breytum ¢1,%s,...,tm.

Gerum rad fyrir ad allar hlutafleidurnar % og ‘gf? séu til og samfelldar. Pegar u er skodad sem fall af breytunum
s 7

ti,to, ..., t, f&stad

Ou _ Oudry | Oudv, . Oudx,

8tj - 61‘1 8tj 81}2 8t]’ al‘n 8tj ’
u

.T]_ .'1’32 . s . xn

|I||||||V_H_\

t1 to--ty 1 to---ty, t1 ta- -ty

4.14.8 Daemi

. .« . dT
Latum T vera fall af fall af =, y og ¢, og = og y 6ll af ¢. Finnum .
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T

~—_— 1 —

|
Y t
|
t

dT  9Tde  OTdy 0T

dt Oz dt ' Qydt Ot

4.14.9 Daemi
Latum T vera fall af fall af x, y, s og ¢, og  og y foll af s og t. Finnum %.
T
T Y S t
S t S t

or _oToz 0Tdy (0T
ot Oz Ot Oy ot o) pys

4.14.10 Daemi

Latum z vera fall af fall af u, v og r, u og v vera foll af x, y og r og r vera fall af x og y. Skrifum nidur %.

z
U v T
| I | [ ]
x Yy r r Yy r x Yy

r Y r Y

0z 0z0u 0z0udr 0Oz0v 0z0vdr 0Oz0r

9r  0udr  Duoror  ovor  ovoror  orow

4.14. Kedjuregla 25



Steaerdfraedigreining Il (STAE205G), Utgafa 2018

4.15 Diffranleiki i einni breytisteero

4.15.1 Skilgreining

Latum f vera fall af einni breytisterd og gerum rad fyrir ad f sé skilgreint 4 opnu bili sem inniheldur punktinn a.
Fallid f er sagt vera diffranlegt { punkti a ef markgildid

f/(CL) — lim f(a+ h) — f(a)

h—0 h

er til.

4.16 Diffranleiki i einni breytistaerd - 6nnur lysing

4.16.1 Skilgreining

Latum f vera fall af einni breytisteerd og gerum rad fyrir ad f sé skilgreint 4 opnu bili sem inniheldur punktinn a.
Fallid f er sagt vera diffranlegt { punkti a ef til er tala m pannig ad ef L(x) = f(a) + m(x — a) pd er

lim fla+h)—L(a+h)

=0.
h—0 h

(Talan m verdur ad vera jofn f/(a).)

Fallid f er 'ndlegt’ linunni L ndlegt punktinum a.

4.17 Diffranleiki

4.17.1 Skilgreining

Fall f(x,y) sem er skilgreint 4 opinni skifu umhverfis (a, b) er sagt vera diffranlegt { punktinum (a, b) ef badar
fyrsta stigs hlutafleidur f eru skilgreindar { (a, b) og ef

o fathbek) = Sathbtk)
(hk)—(0,0) NGRS

par sem S(z,y) = f(a,b) + fi(a,b)(z —a) + fa(a,b)(y —b).
Fallid f er 'nélegt’ sléttunni S ndlegt punktinum (a, b).

=0

4.18 Snertiplan

Ef f er diffranlegt i (a, b) pé kallast planid S snertiplan vid graf fallsins.
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S(z,y) = f(a,b) + fi(a,b)(x —a) + f2(a,b)(y = b).

4.19 Diffranleiki

4.19.1 Setning (Medalgildissetningin)

Gerum r4d fyrir ad fallid f sé samfellt 4 lokada bilinu [a, b] og diffranlegt 4 opna bilinu (a, b). P4 er til punktur ¢
4 opna bilinu (a, b) pannig ad

4.19.2 Setning

Létum f(z,y) vera fall sem er skilgreint 4 opinni skifu D med midju { (a, b) pannig ad 4 pessari skifu eru bddar
fyrsta stigs hlutafleidur f skilgreindar og samfelldar. Gerum rad fyrir ad h og k séu tolur pannig ad (z+h, y+k) €
D. Pé eru til tolur 7 og 05 4 milli 0 og 1 pannig ad

f(a+h7b+k)_f(aab) :hfl(a+01h7b+k)+kf2(aab+92k)

4.19.3 Setning

Létum f(z,y) vera fall sem er skilgreint 4 opinni skifu D med midju { (a, b) pannig ad & pessari skifu eru bddar
fyrsta stigs hlutafleidur f skilgreindar og samfelldar. P4 er fallid f diffranlegt i (a, b).

4.19.4 Setning

Gerum r4ad fyrir ad f(z,y) sé fall sem er diffranlegt i punktinum (a, b). Pd er f samfellt{ (a,b).

4.19.5 Kedjuregla

Ritum z = f(x,y) par sem 2 = x(s,t) og y = y(s,t). Gerum rad fyrir ad
1. z(a,b) = pogy(a,b) =g
2. fyrsta stigs hlutafleidur z (s, t) og y(s, t) eru skilgreindar { punktinum (a, b);
3. fallid f er diffranlegt i punktinum (p, q).
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P4 eru fyrsta stigs hlutafleidur z me0 tilliti til breytanna s og ¢ skilgreindar i punktinum (a, b) og um per gildir ad

0z 0z aj 0z Oy

9s 0205  0yos
0og

0 _0:0v 020y
ot Oz ot Oyot

4.20 Diffur

4.20.1 Skilgreining

Ritum z = f(x1, 2, ...,x,). Diffrid af z er skilgreint sem
0z 0z 0z
i f 81'1 o1+ 8562 vz + + al’n .

Diffrid er ndlgun &
Af = f(xy +dey, 20 + dag, ... 2y +dxy) — f(21,22,. .., Tn).

4.21 Varpanir R" — R"

4.21.1 Taknmal

Léitum f : R® — R™ tdkna vorpun. Ritum f = (fy,..., f,n) par sem hvert f; er fall R® — R. Fyrir punkt { R"
ritum vid x = (21,2, ..., &y, ). Sidan ritum vid y = f(x) par semy = (y1, Y2, - -, Ym) OF

4.22 Jacobi-fylki

4.22.1 Skilgreining

Notum tdknmdlid dr 2.22.1. Ef allar hlutafleidurnar 0y; /Ox; eru skilgreindar { punktinum x pd skilgreinum vid
Jacobi-fylki f { punktinum x sem m x n fylkid

9y ow .. Oy
oxq (?rg (?:En
Y2 9y2 .. Oy
ox ox 0xy
D) = | 7 |
Ym  OYm ... OYm
oxq Oxo oz,
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4.23 Diffranleiki varpana R" — R

4.23.1 Skilgreining

Notum tdknmdlid dr 2.22.1 og 2.23.1. Latum a = (a1, as,...,a,) vera fastan punkt { R™ og ritum h =
(h1,ha,...,hy). Vorpunin f er s6gd diffranleg { punktinum a ef

lim |f(a+h) — f(a) — Df(a)h]|

=0.
h—-0 ‘h‘

Vorpunin f er ‘ndlegt’ linulegu vorpuninni Df nélegt punktinum a.

Linulega vorpunin Df kallast afleida f.

4.24 Keodjuregla

4.24.1 Setning

Litum f : R® — R™ og g : R™ — RF vera varpanir. Gerum r4d fyrir ad vorpunin f sé diffranleg { punkti x og
vorpunin g sé diffranleg 7 punktinum y = f(x). P4 er samskeytta vorpunin g o f : R® — R diffranleg 1 x og

D(gof)(x) = Dg(f(x)) Df(x).

4.25 Stigull

4.25.1 Skilgreining

Léitum f(x,y) vera fall og (x,y) punkt par sem badar fyrsta stigs hlutafleidur f eru skilgreindar. Skilgreinum
stigul f 1 punktinum (z,y) sem vigurinn

Vi, y) = filz, y)i+ fa2(2,9)]

Stigull f er stundum tdknadur med grad f.

4.25.2 Rithattur

Oft hentugt ad rita

.0 .0

P4 er 1itid svo 4 ad V sé diffurvirki, p.e.a.s. V gefur fyrirmeeli um hvad 4 ad gera vid f til ad fa V f(z, y).
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4.26 Daemi

L SRR\

Y indy
W 11,0, 508%%

Graf z=1— 22 —y?

05

05

-1 0.5 0 0.5 1
X

Jafnheedarlinur z = 1 — 2% — y2. Stigull og snertilina vid jafnheedarlinuna z = 0.5 (x,y) = (0.5,0.5).

4.26.1 Setning

Gerum r4d fyrir ad fallid f(z,y) sé diffranlegt { punktinum (a, b) og ad V f(a,b) # 0. P4 er vigurinn V f(a, b)
hornréttur 4 pd jafnhadarlinu f sem liggur { gegnum punktinn (a, b).

4.27 Snertilina vid jafnheedarferil

4.27.1 Setning

Gerum rad fyrir ad fallid f(x,y) sé diffranlegt i punktinum (a,b) og ad Vf(a,b) # 0. Jafna snertilinu vid
Jafnheedarferil f { punktinum (a, b) er gefin med formilunni

Vf(a, b) : (I7y) = Vf(a,b) ) (CL, b)7
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eda

fi(a,b)(z — a) + fa(a,b)(y —b) = 0.

4.28 Stefnuafleioa

4.28.1 Skilgreining

Létum u = ui + vj vera einingarvigur. Stefnuafleida f { punktinum (a, b) { stefnu u er skilgreind sem

Duf(a,b) = hlinoh fa+ hu,b +hhv) — f(a,b)

ef markgildid er skilgreint.

Advorun: [ skilgreiningunni 4 stefnuafleidu er tekid einhlida markgildi. Berid pad saman vid skilgreiningu 4
hlutafleidu par sem markgildid er tvihlida.

4.28.2 Setning

Gerum rad fyrir ad fallid f sé diffranlegt { (¢, b) og u = ui+vj sé einingarvigur. P4 er stefnuafleidan { punktinum
(a, b) 1 stefnu u skilgreind og gefin med formdlunni

Duf(a,b) =u-Vf(a,b).

4.28.3 Setning

Létum f vera gefid fall og gerum rdd fyrir ad f sé diffranlegt { punktinum (a, ).

(a) Heesta gildid 4 stefnuafleidunni Dy f(a,b) fest pegar u er einingarvigur { stefnu V f(a,b), p.e.as. u =
V f(a,b)
[V f(a,b)]

(b) Leegsta gildid 4 stefnuafleidunni Dy f(a, b) feest pegar u er einingarvigur { stefnu —V f(a, b), p.e.as. u =
V f(a,b)
IZICDIN

(c) Ef C er su hedarlina f sem liggur { gegnum (a, b) og u er einingarsnertivigur vid C { punktinum (a, b) bd er
Duf(a, b) =0.
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4.28.4 Setning

Létum f vera gefid fall og gerum rad fyrir ad f sé diffranlegt { punktinum (a, b).
(a) T punktinum (a, b) pd vex f hradast ef haldid er { stefnu V f(a, b).
(b) I punktinum (a, b) pa minnkar f hradast ef haldid er { stefnu —V f(a, b).

(c) Ef C er sd hedarlina f sem liggur { gegnum (a, b) og u er einingarsnertivigur vid C { punktinum (a, b) pd er er
vaxtarhradi f { stefnu u jafn 0.

4.29 Stigull (aftur)

4.29.1 Skilgreining

Létum f vera fall af premur breytisterdum, pannig ad allar prjér fyrsta stigs hlutafleidur f { punktinum (z,y, z)
séu skilgreindar. Stigull f { punktinum (x, y, ) er skilgreindur sem vigurinn

Vf('ray?z) = fl(ajayvz)i + f2(xay72)j + f3(.’13,y,2’)k.

4.30 Snertiplan vio jafnhaedarflot

4.30.1 Setning

Latum f vera fall af premur breytisteerdum pannig ad fallid f er diffranlegt { punktinum (a, b, ¢). Latum F tdkna
pann jafnhedarflot f sem liggur um (a, b, ¢). Stigullinn V f(a, b, ¢) er hornréttur 4 flétinn F { punktinum (a, b, ¢)
og snertiplan (ef V f(a, b, ¢) # 0) vid jafnhadarflotinn { punktinum (a, b, ¢) er gefid med jéfnunni

Vf(a, ba C) ’ (‘Tﬂ Y, Z) = Vf(CL, b7 C) : (CL, ba C)

eda med umritun

fi(a,b,¢)(x —a) + fa(a,b,¢)(y — b) + f3(a,b,¢)(z —¢) =0.

4.31 Folgin f6ll og Taylor-nalganir

4.31.1 Upprifjun

Skodum feril sem gefinn er med jo6fnu F(x,y) = 0 og gerum rad fyrir ad badar fyrsta stigs hlutafleidur F' séu
samfelldar. Latum (xg,yo) vera punkt 4 ferlinum. Ef F5(x0,y0) # 0 pd mé skoda y sem fall af = { grennd vid
punktinn (g, yo) og fallid y = y(z) er diffranlegt { punktinum o og afleidan er gefin med formdlunni

Fi(zo0,%0)

y’(xo) N _F2(3307yo).

Sagt ad jafnan F'(x,y) = 0 skilgreini y sem fdlgid fall af x { grennd vid (zq, yo)-
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4.31.2 Setning

Latum F' vera fall af n-breytum x4, ..., x,, og gerum rdd fyrir ad allar fyrsta stigs hlutafleidur F' séu samfelldar.
Latum (ay, ..., ay) vera punkt pannig ad F(ay,...,a,) = 0. Ef F},(a1,...,a,) # 0 bd er til samfellt diffranlegt
fall p(x1,...,x,—1) skilgreint 4 opinni kdlu B utan um (ay, . ..,a,_1) pannig ad

olat,...,an_1) = an
0g

F(z1,...,@n-1,0(x1,...,Zpn-1)) =0

fyrir alla punkta (z1,...,2,-1) { B.

Ennfremur gildir ad

4.31.3 Skilgreining

Jacobi-dkveda tveggja falla u = u(z,y) og v = v(z,y) med tilliti til breytanna = og y er skilgreind sem

O(u,v) _ %% %
xy) |5 5y

I(F.G) _ g—g Zdl og UEG) _ ;%F gf
Nz,y) |9z oy oy.z) |9 %=

OF 9F OF
] 0 0
OF.G. H) _|5& o& ol

ow.zy) |84 §i &

ow 0z oy

4.31.4 Setning (Upprifjun a reglu Cramers.)

Léatum A vera andhverfanlegt n x n fylki og b vigur {f R"™. Gerum rad fyrir ad x = (21, x2,...,x,) sé lausn 4
Ax = b. Skilgreinum B; sem n x n fylkid sem fast med pvi ad setja vigurinn b { stadinn fyrir dalk i { A. P4 er

= detBi
‘T detA”
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4.31.5 Setning (Setningin um folgin féll)

Skodum jofnuhneppi
F(l)(xlw"ummaylu"wyn) =0
F(Q)(xl,'"axmvyla"'ayn) =0
F(n)(xlv'"ammayla-"ayn) =0.
Litum Py = (a1,...,am,b1,...,b,) vera punkt sem uppfyllir jofnurnar. Gerum rad fyrir ad allar fyrsta stigs
hlutafleidur fallanna F{y), ..., F(,) séu samfelldar 4 opinni kilu umhverfis Py og ad
O(Fy, .- Fin
(Fy )|
8(y17"'7yn) Py
Pd eru til foll 01(T1y ey )y ey (X1, Tn)
4 opinni kdlu B umhverfis (aq, .. ., a,,) pannig ad
w1(a1, ... am) =b1, ..., on(ar, ..., am) = by og
Foy(@1, o Ty 01(21, - Zm)y -+ (@150, ) = 0
Foy(@1, o Zmy 01(21, - Zm),s - o (@1, -, ) = 0
Foy(@i, o Ty 01(21, 0 25 o, 00 (21, -+ Tn)) = 0
fyrir alla punkta (1, ..., *,,) { B. Enn fremur fest ad

O(F 1y, Fn))
Ovi _ OYi _ _ Bnyym)

aa?j a axj a O(Fys-Fny)
O(Y1,-++,Yn)

4.31.6 Setning (Setningin um stadbundna andhverfu)

Latum

fx1,...,zn) = (fi(zr, . Tn)y ooy [T, oy 20))

vera vorpun af n breytisterdum sem tekur gildi { R™ og er skilgreind 4 opnu mengi { R™. Gerum rad fyrir ad allar
fyrsta stigs hlutafleidur fallanna f1, ..., f,, séu samfelld foll. Ef Jacobi-fylkid Df(xg) er andhverfanlegt i punkti
X 4 skilgreiningarsvaedi f pd er til opin kila Bx utan um x¢ og opin kiila By utan um y, = f(x¢) og vorpun |
g : By — Bx bannig ad g(f(x)) = x fyrir alla punkta x € Bx og f(g(y)) = y fyrir alla punktay € By.
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4.31.7 Upprifjun (Taylor-regla i einni breytistaero.)

Latum f vera n + 1-diffranlegt fall af einni breytisterd. Marglidan

f"(a)
2!

f"(a)

Py (z) = f(a) + f'(a)(z —a) +

(x—a)"
kallast n-ta stigs Taylor-marglida f med midju i a. Til er punktur s 4 milli a og « pannig ad

Fr I (s)

(n+ 1)! a)n+1.

Em () = f(2) = Py (2) = (z -

Faum svo ad

f(@) = Py () + By (z)

= f(a) + f'(a)(x —a) + -+ ") (a) Lt (s)

n! (.’E — a) + 7(71 n 1)' ntl

(‘T—a) )

sem er kallad n-ta stigs Taylor-formiila.

4.31.8 Skilgreining
Létum f(x,y) vera fall pannig ad fyrsta stigs hlutafleidur f eru skilgreindar og samfelldar. Marglidan

P(l)(xay) = f(aab) +f1(a’b)(x7 CL) +f2(aab)(y7 b)

kallast fyrsta stigs Taylor-marglida f med midju i (a,b).

4.31.9 Skilgreining

Léatum f(z,y) vera fall pannig ad fyrsta og annars stigs hlutafleidur f eru skilgreindar og samfelldar. Marglidan

Proy(@,y) = f(a,b) + f1(a,b)(z — a) + fa(a,b)(y — b)

Y
+ 5 (1@, D)@ — 0 + 2fra(00)(w — @)y — ) + ozl b)(y — b))

kallast annars stigs Taylor-marglida f med midju i (a,b).

4.31.10 Skilgreining og athugasemd

Skilgreinum tvo diffurvirkja D1 og Dy pannig ad

le(avb):fl(arb) og DQf(aab):fQ(a”b)'

Athugid ad ef hlutafleidur f af négu haum stigum eru allar skilgreindar og samfelldar pa er D1 Dy = Do Dy,
p.e.a.s. ekki skiptir méli { hvada r6d er diffrad, bara hve oft er diffrad med tilliti til hvorrar breytu.
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4.31.11 Upprifjun (Tviliduregla)
Skilgreinum

()=

Talan (?) (lesid n yfir 7) er j + 1 talan i n + 1 linu Pascals-prihyrningsins. Héfum ad

n

(x+y)" = Z (5)aly™ .

J=0

4.31.12 Regla

Ef f(x,y) er fall pannig ad allar hlutafleidur af n-ta og leegri stigum eru samfelldar p4 gildir ad

(kD1 + kD3)" = (Mhk"ID{D; ™ f(a,b).
7=0

4.31.13 Skilgreining

Fyrir fall f(x,y) pannig ad allar hlutafleidur af n-ta og leegri stigum eru samfelldar pd er n-ta stigs Taylor-marglida
f med midju { punktinum (a, b) skilgreind sem marglidan

Puy(@,9) = 3 —((z — a)Dy + (y — D)Da)" f(a, )
m=0
=3 L (DD e a)iy— by
m=0 j=0
n  m 1 5 m—j . .
=203 s AR e e o b

4.31.14 Setning

Fyrir fall f(z,y) pannig ad allar hlutafleidur af n + 1-ta og leegri stigum eru samfelldar pd gildir um skekkjuna {
n-ta stigs Taylor-ndlgun ad til er tala @ 4 milli 0 og 1 pannig adefh =x —aogk =y — bpéder

f(x,y) — Py (z,y) = (hDy 4+ kD)™ f(a + 0h, b + 0F).

1
(n+1)!
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KAFLI D

Utgildisverkefni

Old stories are like old friends, she used to say. You have to visit them from time to time.

-George R.R. Martin, A Storm of Swords

5.1 Utgildi

5.1.1 Skilgreining

Létum f vera fall af tveim breytum skilgreint 4 mengi D( f).

Sagter ad f hafi stadbundid ldggildi { punkti (a, b) ef til er tala r > 0 pannig ad f(a,b) < f(x,y) fyrir alla punkta
(2,y) € Br(a,b) N D(f).

Sagt er ad f hafi stadbundid hdgildi { punkti (a, b) ef til er tala » > 0 pannig ad f(a,b) > f(z,y) fyrir alla punkta
(z,y) € Br(a,b) N D(f).

[ peim punktum par sem f tekur annad hvort stadbundid laggildi eda stadbundid hagildi er sagt ad f hafi stad-
bundio utgildi

Ef f(a,b) < f(x,y) fyrir alla punkta (z,y) € D(f) bd er sagt ad f taki leegsta gildi i (a,b) (e. global minimum).
Ef f(a,b) > f(z,y) fyrir alla punkta (x,y) € D(f) pé er sagt ad f taki heesta gildi { (a,b).

5.2 Stadbundiod utgildi

5.2.1 Upprifjun
Ldtum f vera fall af einni breytu skilgreint 4 mengi D(f) C R. Ef fallid f hefur stadbundid ttgildi { punkti a pd
gildir eitt af prennu um a:

1. f'(a) = 0. (punkturinn a kallast st6dupunktur f).

2. Afleidan f’(a) er ekki skilgreind.

3. Punkturinn a er jadarpunktur D(f).
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5.2.2 Setning

Latum f vera fall af tveim breytum skilgreint 4 mengi D(f) C R2. Ef fallid f hefur stadbundid iitgildi { punkti
(a,b) pa gildir eitt af prennu um a

1. Vf(a,b) = 0. (punkturinn (a, b) kallast stddupunktur f)
2. Stigullinn V f(a, b) er ekki skilgreindur.
3. Punkturinn (a, b) er jadarpunktur D(f).

5.2.3 Daemi

Foll skilgreind 4 svaedinu —0.5 < z < 0.5, —0.5 < y < 0.5. Hvar eru stadbundin hégildi?

[N
N
/\\\\\ _

0.8

0.6

z=f(z,y) =1—2> -y

z=flz,y) =1 - a2+ ¢
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z= f(z,y) = 2 +y*

5.3 Tilvist utgilda

5.3.1 Setning

Létum f vera samfellt fall af tveim breytum skilgreint 4 lokudu og takmérkudu mengi D(f). Fallid f tekur pd
badi hasta og legsta gildi.

5.4 Sooulpunktur

5.4.1 Skilgreining

Punktur (z,y) € D(f) sem er ekki jadarpunktur kallast sédulpunktur ef V f (x,y) = 0 en f hefur ekki stadbundid
ttgildi { (z, y).

Dami um f6ll med s6dulpunkta.

Z:f(xvy):xg'
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z= f(z,y) =2 +9°

5.5 Stadbundid utgildi

5.5.1 Upprifjun

Létum f vera fall af einni breytisteerd og gerum rad fyrir ad f” sé samfellt fall. Gerum einnig rad fyrir ad f’(a) = 0.
ba gildir:

1. Ef f”(a) > 0 pa hefur f stadbundio ldggildi i a.

2. Ef f(a) < 0 b4 hefur f stadbundid hdgildi i a.

3. Ef f”(a) = 0 pé geeti verid stadbundid 1dggildi i A, pad geeti verid stadbundid hdgildi { a eda pad gatu verid
beygjuskil { a, alltsvo. ekkert hagt ad segja.

5.6 Hesse-fylki

5.6.1 Skilgreining

Litum f vera fall af n breytum x = (x1,29,...,%,) 0g gerum rad fyrir ad allar 2. stigs hlutafleidur f séu
skilgreindar { punktinum x. Skilgreinum Hesse-fylki f { punktinum x sem n X n-fylkid

f11(X) f12(X) fln(X)
fa1(x)  fao(x) -+ fon(x)

X)) =

Fi() fas(x) e fan(x)

5.7 Ferningsform (sja kafla 10.7 i Adams)

5.7.1 Upprifjun
Ferningsform @ af n-breytum x1, x5, . . ., x,, er einsleit marglida af stigi 2 gefin med

Q(x) = xT Ax
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bar sem A er samhverft n x n fylki med t6lu a;; { s@ti (i, j) og x = [z1,Z2, ... 2,] .

5.7.2 Skilgreining

Ferningsform @) af n-breytum er sagt vera jdkvett dkvardad ef QQ(x) > 0 fyrir alla vigrax # 0{ R"™.
Sagt ad ferningsformid Q sé neikveett dkvardad ef Q(x) < 0 fyrir alla vigrax # 01 R™.

Sidan er sagt ad ferningsformid Q sé ddkvardad ef Q(x) < 0 fyrir einhvern vigur x og Q(y) > 0 fyrir einhvern
vigur y.

5.7.3 Setning

Létum @ vera fernings form af n breytum og A samhverft n x n fylki pannig ad Q(x) = xT Ax fyrir alla vigra x,
1. Ferningsformid er jakvett dkvardad ef og adeins ef 61l eigingildi A eru jakvad.
2. Ferningsformid er neikvett dkvardad ef og adeins ef 61l eigingildi A eru neikvead.

3. Ferningsformid er 6dkvardad ef og adeins ef A hefur bedi jdkved og neikved eigingildi

5.8 Stadbundid utgildi

5.8.1 Setning

Latum f vera fall af n breytum x = (z1, 2, ..., T,) pannig ad allar 1. og 2. stigs hlutafleidur f eru samfelldar.
Létum a vera innri punkt 4 skilgreiningarsvedi f og gerum rad fyrir ad V f(a) = 0. P4 gildir: Ef H(a) er

1. ...jakvett dkvardad pa hefur f stadbundio ldggildi a.
2. ...neikveatt dkvardad pa hefur f stadbundid hdgildi i a.
3. ...d6akvardad pa hefur f sodulpunkt i a.
4

. ... hvorki jdkvett dkvardad, neikvatt dkvardad né 6dkvardad pa naegja upplysingarnar sem felast { jofnunni
V f(a) = 0 og Hesse-fylkinu ekki til ad segja til um hvers edlis stédupunkturinn a er.

5.8.2 Fylgisetning

Latum f vera fall af tveim breytum pannig ad 1. og 2. stigs hlutafleidur f eru samfelldar. Latum (a, b) vera innri
punkt 4 skilgreiningarsvadi f og gerum rad fyrir ad V f(a, b) = 0. Setjum

A = fi1(a,b), B = fi12(a,b) = fa1(a,b) C = faa(a,b).
ba gildir:
1. Ef B2 — AC < 0 0og A > 0 bd hefur f stadbundid ldggildi i (a,b).
2. BEf B2 — AC < 0 0og A < 0 pd hefur f stadbundid hdgildi (a,b).
3. Bf B2 — AC > 0 b4 hefur f sédulpunkt i (a,b).
4. Bf B? — AC = 0 p4 er ekkert hagt ad segja.

5.8. Stadbundio utgildi 1
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5.9 Ferningsform

5.9.1 Regla

Ef A er samhverft n x n fylki med tolu a;; { seti (4, j) og

a1 a2 - Qg

a1 Qg -+ A4
D; =

i1 Q2 o Qg

pa gildir
1. Ef D; > 0 fyrir 1 < i < n paer A jdkveett dkvardad.
2. Ef D; > O fyrirslétti 1 {1,2,...,n} og D; < 0 fyrir oddatslu i 1 {1,2,...,n} péd er A neikvett dkvardad.
3. Efdet(A) = D,, # 0 en hvorki 1 né 2 gilda pd er A :hover:~6dkvardad,.

4. Ef det(A) = 0 pd er A hvorki jakveett né neikveatt dkvardad en getur verid ddkvardad.

5.10 Utgildi falla par sem breytur uppfylla skordujéfnur

5.10.1 Sértaekar aoferoir

Finna skal dtgildi falls f(z,y) pegar skilgreiningarsveedi f er mengi peirra punkta (z,y) sem uppfylla jofnu
g(z,y) = 0.

1. Er mogulegt ad einangra x eda y { jéfnunni g(x,y) = 0?

» Ef haegt er ad einangra y og rita y = h(x) pa snyst verkefnid nd um ad finna dtgildi falls f(z, h(zx))
af einni breytu x.

2. Er heegt ad stika ferilinn g(z, y) = 0?

 Efr er stikun 4 ferlinum pd purfum vid ad leita ad Gtgildum fallsins f(r(¢)) par sem er bara ein breyta.

5.10.2 Dami

Hver eru heestu og leegstu gildi fallsins f(z,y) = 2% — y? + 4 d menginu {(x,y) | 2> +y*> = 1}?
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5.10.3 Setning

Léitum f og g vera foll sem eru bedi diffranleg { punktinum Py = (x0,yo) sem liggur & ferlinum g(z,y) = 0,
og er ekki endapunktur ferilsins. Gerum 140 fyrir ad Vg(xo,yo) # 0. Gerum lika rdd fyrir ad ef vid einskordum
fallid f vid ferilinn g(x,y) = 0 pd hafi f stadbundid utgildi { Py. P4 eru stiglarnir V f(x0,y0) og Vg(zo, yo)
samsida.

g(‘fcay) =0

Ef stiglarnir Vg(Py) og V f(Py) eru ekki samsida pd vex f eda minnkar pegar farid er eftir C iit frd punktinum
Py.

5.11 Lagrange-margfaldarar

5.11.1 Reikniaofero

Finna skal utgildi falls f(x,y) pegar skilgreiningarsvadi f er mengi peirra punkta (z,y) sem uppfylla jéfnu
g(z,y) = 0.
Budum til Lagrange-fallio

L(.’L‘,y,)\) = f(x,y) + /\g(x,y).

Stédupunktar L, p.e.a.s. punktar (xo, Yo, Ao) par sem VL(zg, yo, Ag) = 0, gefa mogulega punkta (z, yo) par sem
f tekur utgildi.

bessir punktar finnast med pvi ad leysa jofnuhneppid
fi(@,y) + Agi(z,y) =0

Ja(z,y) + Ag2(z,y) =0
g(x,y) = 0.

Talan A nefnist Lagrange-margfaldari.

5.11.2 Regla

Finna skal srgildi falls f(x,y) pegar skilgreiningarsvedi f er mengi peirra punkta (z,y) sem uppfylla jofnu
g9(z,y) = 0.
Athuga parf punkta sem uppfylla eitt af eftirfarandi skilyrdum:

—

. Stodupunktar L(x,y, \).
. Punktar (z,y) par sem Vg(z,y) =0
. Punktar (x, y) par sem annar eda badir stiglanna Vg(x,y) og V f(z, y) eru ekki skilgreindir.

AW

,Endapunktar” ferilsins g(z,y) = 0.
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5.11.3 Reikniaofero

Finna skal dtgildi falls f(z,y, z) pegar skilgreiningarsvedi f er mengi peirra punkta (x, y, z) sem uppfylla jofn-
urnar g(z,y, z) = 0 og h(z,y,z) = 0.

Buum til Lagrange-fallid

L(z,y,z, A\ p) = f(2,y,2) + Ag(@,y, 2) + ph(z,y, 2).
Stodupunktar L, p.e.a.s. punktar (xo, Yo, 20, Ao, to) par sem VL (g, Yo, 20, Ao, o) = 0 gefa mogulega punkta
(0, Yo, z0) bar sem f tekur stgildi.

bessir punktar finnast med pvi ad leysa jofnuhneppid

fi(x,y, 2) + A1, y, 2) + pha(2,y,2) = 0
fa(,y, 2) + Aga(,y, 2) + pha(z,y,2) = 0
f3(z,y, 2) + Ags(®,y, 2) + phs(z,y,2) =0

9(z,y,2) =0
hz,y,2) =0
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Margféld heildi

A bruise is a lesson. .. and each lesson makes us better.

- George R.R. Martin, A Game of Thrones

6.1 Skiptingar

6.1.1 Skilgreining

Litum R = [a,b] X [c, d] vera rétthyrning i planinu. Skipting P & rétthyrningnum R felst { pvi ad taka skiptingar

a=20<x1 < <Tpyp=>= og c=y<p < <yp=d

4 bilunum [a, b] og [c, d] og nota peer skiptingar til ad skipta R upp { rétthyrninga [z;, z;41] X [y;,Y;+1]. Ritum
Az; = xip1 — x; 08 Ay; = y;41 — y;. Norm skiptingarinnar P, tdknad med || P||, er skilgreint sem lengd lengstu
hornalinu { rétthyrningunum [2;, ;1] X [y;, Yj4+1].

d=1Ys
Yq
U3
Y2
Ay {
N
c="%Yo
Top X1 T2 I3 Tyg Ts Tg
Il S—— I
a Aws b

Skipting P d rétthyrningi R = [a, b] X [c, d].
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6.2 Riemann-summa

6.2.1 Skilgreining

Létum f vera fall skilgreint 4 rétthyrningi R = [a, b] X [c¢,d] og ldtum P vera skiptingu 4 R. Veljum ur hverjum
rétthyrningi [z;, z;11] X [y, yj+1] punkt (7, y}). Skilgreinum Riemann-summuna

R(f,P)=> > fa},y]) Az Ay;.

i=1 j=1
d=1Ys
Ya ~ . . '.
Ys N :
P : . f@sn|
o o | | @ |° ;
n ;
c="Yo0 . / ° AN
Io I3 o Axs
[
a
z z
s k
-, 2= f(z,y) _z= flz,y)
( < ( .
[4) . . d O} _._,.‘i
I -‘_‘1‘_‘_‘_'_'_'—‘—-* y I ] T —— y
b B b
T T

6.3 Tvofalt heildi yfir rétthyrning

6.3.1 Skilgreining

Sagt er ad fall f skilgreint 4 rétthyrningi R = [a, b] X [c, d] sé heildanlegt yfir R med heildi I (hér stendur I fyrir
tolu) ef fyrir sérhvert e > 0 er til tala § > 0 pannig ad |R(f, P) — I| < ¢ fyrir allar skiptingar P med ||P| < §
6hdd vali 4 punktunum (7, y;).
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Ritum pa
//R Flo,y)dA = T.

6.4 Tvofalt heildi yfir takmarkad svaeoi

6.4.1 Skilgreining

Latum D vera takmarkad svedi { planinu. Fall f er sagt heildanlegt yfir D ef til er rétthyrningur R sem inniheldur
D og fallid

er heildanlegt yfir R.

6.4.2 Setning

Litum f vera samfellt fall skilgreint 4 lokudu og takmorkudu svadi D { planinu R2. Gerum r4d fyrir ad jadar D
samanstandi af endanlega moérgum ferlum sem hafa endanlega lengd. Pa er fallid f heildanlegt yfir D.

6.4.3 Setning

Latum D vera svadi { planinu og f takmarkad fall skilgreint & D og heildanlegt yfir D. Pa gildir:
1. [[, f(z,y) dA = 0 ef flatarmél D er 0.
2. [[,1dA = flatarmal D.

3. Ef f(x,y) > 0 fyrir alla punkta (z,y) { D pder ffD f(z,y) dA jafnt rimmadli raimskikans sem liggur milli
D og grafsins z = f(z,y).

4. Ef f(z,y) < 0fyrir alla punkta (x,y) i D paer [[,, f(x,y) dA jafnt minus rimmali rdmskikans sem liggur
milli D og grafsins z = f(z,y).

6.4.4 Setning

Ef D er svadi { planinu og f og g heildanleg f6ll yfir D pa gildir:
1. Ef L og M eru fastar pa er

//DLf(x,y)+Mg(x,y)dA:L//Df(a;’y)dA+M//Dg(x’y)dA.

2. Ef f(z,y) < g(z,y) pder
J[ s@naas [[ gyan

3. Prihyrningséjafna:

‘//Df(:c,y)dA'<//D|f($,y)|dA.
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1. Ritum D sem sammengi af svedum D1, ..., Dj sem skarast ekki nema mogulega 1 jadarpunktum pé er

//Dﬂx,y)dflzi//&f(m,y)dfl.

6.4.5 Setning Fubinis

Latum f vera jakvett fall sem er heildanlegt 4 rétthyrningi R = [a, b] X [c, d]. Setjum

d
A(z) = / flz,y)dy (x hugsad sem fasti pegar heildad).

b4 gildir ad

//Rf(xvy)dA:/abA(if)dl“:/ab/cdf(:v,y)dydx,

Somuleidis gildir pegar vid setjum

b
Aly) = / f(z,y)dx (y hugsad sem fasti pegar heildad) ad

//Rf(w,y)dA:/ch(y)dyz/Cd/abf(x,y)dxdy.

z = flz,y)

[

Athugasemd: Setning Fubinis er stundum kollud braudsneidareglan. Ef vid imyndum okkur ad rimskikinn sem
liggur milli graf jakvaeds falls og xy-sléttunnar sé braudhleifur, pad m4 reikna rammal hans med pvi ad skera hann {
nafurpunnar braudsneidar sem liggja samsida annad hvort x-as eda y-as, reikna svo rimmal hverrar braudsneidar
fyrir sig og leggja saman.

6.5 z-einfold og y-einfold svaedi

6.5.1 Skilgreining

Sveedi D 1 planinu er sagt vera y-einfalt ef haegt er ad finna tSlur a og b og f6ll ¢(z) og d(x) pannig ad

D={(z,y)|a<a<bel)<y<da)).
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Svadi D { planinu er sagt vera x-einfalt ef heegt er ad finna télur ¢ og d og f6ll a(y) og b(y) pannig ad
D={(z,y) | c<y <d,aly) <z <b(y)}.

y A d(:c) fy A

y-einfalt z-einfalt

6.5.2 Regla

Lokad og takmarkad svaedi D {1 planinu er y-einfalt ef og adeins ef sérhver lina af gerdinni x = x¢ sker D {
linustriki.

Lokad og takmarkad svedi D er x-einfalt ef og adeins ef sérhver lina af gerdinni y = yg sker svadid { linustriki.

6.6 Heildi yfir z-einfold og y-einfold svaedi

6.6.1 Setning

Litum D = {(z,y) | a <z < b,c(z) < y < d(x)} vera y-einfalt svaedi og f(x,y) jdkvett fall sem er heildanlegt

yfir D. P4 er
b pd(z)
[ tewaa= [ [ sy pis.
D aJc(x)

Litum D = {(x,y) | c <y < d,a(y) <z < b(y)} vera z-einfalt svedi og f(x,y) jakvett fall sem er heildanlegt

yfir D. Pd er
d rb(y)
[ swwaa= [ [ sy dsay
D cJa(y)

Hér er sveedinu D skipt i endanlega morg x-einfold og y-einfold sveedi sem skarast eingdongu i punktum d jadrinum.
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6.7 Oeiginleg heildi

6.7.1 Umraeoda

Latum f(z,y) > 0 vera jakvett fall sem er skilgreint & svaeedi D { sléttunni. Ef
1. D er 6takmarkad svadi eda
2. f(=z,y) er 6takmarkad 4 D

ma { sumum tilfellum skilgreina tvofalda heildid af f yfir D.

bad er gert med pvi ad finna fyrst runu af stekkandi lokudum og takmoérkudum mengjum D; C Dy C --- C D

sem ’‘stefnir &’ D. Ef
[ sy
Dy,

er vel skilgreint fyrir 611 n og hefur markgildi pegar n — oo (fyrir allar likar runur (D), ),,>1) pa skilgreinum vid

oeiginlega heildio
// f(z,y)dA := lim // flx,y) dA.
D n—oo Dn

6.7.2 Skilgreining

Litum f vera fall sem er heildanlegt yfir svaedi D { R?. Medalgildi fallsins f 4 D er skilgreint sem talan

. 1
= Hatarmal D / /D f(z,y)dA.

6.7.3 Skilgreining

Segjum ad mengi D C R? sé ferilsamanhangandi (e. path-connected) ef fyrir sérhverja tvo punkta P,Q € D
gildir ad til er stikaferill r : [0,1] — D pannig ad r(0) = P ogr(1) = Q.

Advorun: [ bok er ordid connected notad fyrir hugtakid ferilsamanhangandi. Venjulega er ordid connected
notad yfir annad hugtak, skylt en samt 6likt.

6.7.4 Setning (Medalgildissetning fyrir tvofold heildi)

Gerum rad fyrir ad f sé samfellt fall sem er skilgreint 4 lokudu, takmorkudu og ferilsamanhangandi svadi D { R2.
P4 er til punktur (z,yo) { D pannig ad

1
flatarmal D //D f(w,y) dA = f(z0,y0)-

6.8 Breytuskipti

6.8.1 Upprifjun

Latum P = (z,y) # 0 vera punkt { plani. Pélhnit P er talnapar [r, ] bannig ad r er fjarlegd P frd O = (0,0) og
0 er hornid 4 milli striksins OP og xz-dssins. (Hornid er melt pannig ad rangselis stefna telst jakvad, og leggja
ma vid 0 heil margfeldi af 27.)
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6.8.2 Skilgreining

Pélhnitarétthyrningur { xy-planinu er svadi sem afmarkast af tveimur hringbogum z? 4 y? = a? og 22 + 9% = b?
og tveimur halflinum sem byrja { (0, 0) og mynda hornin o og 3 vid z-dsinn (Hornin eru meld pannig ad rangselis
stefna telst jadkvaed.)

A G_Zﬁ

¥

Gerum rad fyrirad 0 < a < bogad 0 < f—a < 27. P4 md lysa pdlhnitarétthyrningnum med pvi ad nota p6lhnit
pannig ad

D={[r0|0<a<r<ba<f<p}

6.8.3 Setning

Ef f er fall sem er heildanlegt yfir pélhnitarétthyrning D = {[r,0] |0 < a <r < b,a <0 < [} pder

//Df(xay)dAZ/j/abf(rcosﬁ,rsinﬁ)rdrde.

A ora
.': . * H '. .
dr . o
’ rdrdf
_‘rdﬂ: :

6.8.4 Upprifjun

Ldtum f vera fall skilgreint 4 bili [«, 8]. Jafnan r = f(0) lysir mengi allra punkta { planinu sem hafa pdlhnit 4
forminu [f(0), 6] par sem o < 0 < 5. Petta mengi kallast pélhnitagraf fallsins f.
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6.8.5 Setning

Latum D vera svadi { xy-plani sem afmarkast af pdlhnitalinum 6 = « og § = ( og tveimur pdlhnitagréfum
r = a(f) ogr = b(). Gerum rdd fyrir ad 0 < a(f) < r < b(0) 0g 0 < 8 — « < 27. Ef f er heildanlegt fall yfir
D baer

B rb(0)
/ flx,y)dA = // f(rcosf,rsin)rdrdf.
D aJa(f)

A\ =8

/\\H—r:r

< . r = b(#)
SoNp = a(f)

6.8.6 Regla

Hugsum okkur ad f(z,y) sé fall og haegt sé ad rita f(z,y) = g(x)h(y). Litum R = [a,b] X [c,d]. Pder

//fxydA // dyd;r
() ['n00)

6.8.7 Setning (Almenn breytuskiptaregla fyrir tvofold heildi)
y(u,v) vera gagnteka vorpun milli svedis S { uv-plani og svedis D { xy-plani. Gerum

, y(u, v) hafi samfelldar fyrsta stigs hlutafleidur 4 S. Ef f er heildanlegt fall yfir D, pd er
), y(u, v)) heildanlegt yfir S og

//D f(m)dxdy://gg(u,v)

Litum z = x(u,v), y =
rad fyrir ad follin x(u, v)
fallid g(u,v) = f(x(u,v

0

(z,y)
3w, v) du dv.
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I\
v fast(* e )“ fast PQ = 22 dui + % du;
P -
PR = %dvi + S dvj
u v+ dv
wtdn N, dA = |PQ x PR)|
g ‘ 9(z.y) ‘ dudv

6.9 brefold heildi

6.9.1 Umraeda

Heildi falls f(x,y, z) yfirkassa K = [a,b] X [c,d] x [u,v] { R3 er skilgreint 4 sambzrilegan hatt og tvofalt heildi
er skilgreint.

A sama hatt og fyrir tvofold heildi ma svo skilgreina heildi fyrir almennari riimskika.

Heildi falls f(x,y, z) yfir rimskika R er tdknad med

[ senrav

(dV stendur fyrir ad heildad er med tilliti til rimmals.)

6.9.2 Setning

Latum f(x,y, z) vera fall sem er heildanlegt yfir kassa K = [a, b] x [c,d] x [u,v] { R®. Pder

//Kf(x,y,Z)dVz/ab/cd/uvf(x,y,z)dzdydx_

Breyta ma r6d heilda ad vild, t.d. er

//Kf(f,y,Z)dVz/uv/cd/abf(x,y,z)dacdydz,

6.9.3 Setning
Latum f(z,y, z) vera fall sem er heildanlegt yfir rimskika R og gerum rad fyrir ad R hafi Iysingu 4 forminu
R=A{(z,y,2) [a <z <b, c(z) <y < d(z), ulz,y) <z <o(z,y)}

Paer

d(z) pv(z,y)
///fo:y, )dV = // / f(z,y,2)dzdy dx.
(z,y)

Breyturnar z, y, z geta svo skipt um hlutverk.
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6.9.4 Setning (Almenn breytuskiptaformula fyrir prefold heildi.)
Léatum
(u,v,w) = (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w))
vera gagnteka vorpun milli rimskika R { zyz-rimi og rdmskika S { wvw-rdmi. Gerum rad fyrir ad follin

x(u, v, w), y(u,v,w), z(u, v, w) hafi 61l samfelldar fyrsta stigs hlutafleidur. Ef f(z,y, z) er fall sem er heild-
anlegt yfir R pd er

///Rf(x,y,z)dv

N ///5 Fla(u, v, w), y(u, v, w), 2(u, v, w))‘w du dv dw.

O(u, v, w

6.9.5 Skilgreining

Léatum (z,y, z) vera punkt { R3. Sivalningshnit (x,vy, z) eru prennd talna r, 6, z pannig ad

T =rcosf y=rsinf z=z.

Athugasemd: Athugid ad [r, 8] eru p6lhnit punktsins (z, y).

6.9.6 Setning (Breytuskipti yfir i sivalningshnit.)

Latum R vera ramskika { R? og latum f(z, y, 2) vera heildanlegt fall yfir R. Gerum rad fyrir ad R megi lysa med
eftirfarandi skordum & sivalningshnit punktanna sem eru { R

a<0<B, a0 <r<b@),ulr ) <z<uv(rh),

parsem 0 < f — o < 27. Pder

B rb(0) pu(r.0)
/// f(z,y,2)dV :/ / / f(rcos@,rsinb, z)rdzdrdf.
R a Ja(0) Ju(r,0)

6.10 Kuluhnit

6.10.1 Skilgreining
Latum (z, y, ) vera punkt { R3. Kiiluhnit (z,y, z) eru prennd talna p, ¢, § pannig ad
x = psinpcosf y = psinpsinf zZ = pcosp.

Punktur sem hefur kdluhnit p, ¢, 8 er tdknadur med [p, ¢, 6].
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EI1 i, z.]' |..|U!- o E}J

o
. ]
T #l% i
2 |
— - £ — psindoosd

y = psingsind

6.10.2 Umraeda

Eftirfarandi jofnur gefa adfer til ad finna kiluhnit:

* per fjarlegdin frd (0,0, 0) til (x,y, 2), pad er ad segja
p=vVa?+y>+ 22

* o er hornid 4 milli jdkvaeda hluta z-dssins og linustriksins frd (0, 0, 0) til (x,y, z). Hornid ¢ ma dkvarda tt
fra jofnunni

z

tanp =
* 0 er hornid sem jakvedi hluti x-dsins myndar vid linustrikid frd (0,0, 0) til (x,y,0) (sama horn og notad {

sivalningshnitum (og pélhnitum)). Hornid # ma finna dt fra jofnunni

tanf = g.
T

Um kiluhnit [p, o, 8] fyrir punkt (z, y, z) gildir ad velja mé p, ¢, 0 pannig ad 0 < p, 0 < p < wog 0 < 0§ < 27,

6.11 Breytuskipti i kuluhnit

6.11.1 Setning

Latum R vera rimskika pannig ad pegar notud eru kuluhnit pa fest eftirfarandi 1ysing

R={[p,0,0] |« <0< B,c<p<da<p<b}

Ef f er fall sem er heildanlegt yfir R pa er

///Rf(x,y,z)dV:

B pd pb
///f(psincpcos@,psingosin@,pcoscp)p2sinapdpdgod0.
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6.12 Massamidja

6.12.1 Regla

Léatum D tdkna svadi { plani. Hugsum D sem plétu p.a. { punkti (x, y) er efnispéttleikinn gefinn med falli §(z, y).

Massi plotunnar er
m:// 0(z,y) dA.
D

Veegi plotunnar um linuna x = 0 (p.e. y-4s) og um linuna y = 0 (p.e. z-4s) eru gefin med

My—o :// xé(m,y) dA og MUZOZ// y(;(ﬂ?,y) dA.
D D

Hnit massamidju plétunnar eru (T,7) par sem

My—o My—o

T =

m m

6.12.2 Regla

Latum R tdkna riimskika. Hugsum R sem hlut pannig ad i punkti (x,y, z) er efnispéttleikinn gefinn med falli

d(x,y, z). Massi hlutarins er
m = /// d(z,y,z)dV.
R

Veegi hlutarins um planid = = 0 (p.e. yz-planid) er

My = /// xd(x,y, z) dV.
R
Svipad skilgreinum vid

Myzoz///}%yé(x,y,z) iV og Mz:():///Rz(S(a:,y,z) qv.

Hnit massamidju hlutarins eru (Z, 7, Z) par sem

— M:c:O — My:O - Mz:(]
T = og Yy = og z =
m m m

6.13 Hverfitregoda

6.13.1 Regla

Léitum R tdkna rdmskika. Hugsum R sem hlut pannig ad { punkti (x,y, z) er efnispéttleikinn gefinn med falli
d(z,y, z). Latum L tdkna linu (sndningsés) { riminu. Hverfitregda hlutarins um L er

I:// D?6dV
R

par sem § = d(x,y, z) og D = D(x,y, ) er fjarlegd punktsins (z,y, z) frd L.
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6.14 Yfirborosflatarmal

6.14.1 Regla

Létum D vera svedi { plani og f(z,y) diffranlegt fall skilgreint 4 D. Flatarmdl grafsins z = f(x,y) par sem
(z,y) € D er gefid med formilunni

S://D V1+ filz,y)? + fo(x,y)? dA.
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Vigursvid

Different roads sometimes lead to the same castle.

-George R.R. Martin, A Game of Thrones

7.1 Vigursvid

7.1.1 Skilgreining
Vigursvid 4 R? er vorpun

F(£E7y) = Fl(irvy) i+ FZ(‘rvy)j
Pegar talad er um vigursvid b4 hugsum vid vigurinn F(x, 3) sem vigur { R? sem hefur fétpunkt  punktinum (z, y).
Vigursvid F(z,y) = Fi(x,y)i + Fa(z,y)j er sagt samfellt ef follin Fy (z,y) og F»(z,y) eru samfelld.
Vigursvid 4 R? er vorpun

F(a:,y,z) = Fl(l“’%z) i+ FQ(Jf,y,Z)j + F3($7yaz) k.

Vid hugsum F(x, y, 2) sem vigur med (z, y, z) sem fétpunkt. Skilgreiningin 4 pvf ad vigursvid { R? sé samfellt er
eins og 4 samfeldni vigursvid { R? .
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Vigursvidio F(x,y) = —yi + xj.

7.2 Straumlina

7.2.1 Skilgreining

Ferill C 1 planinu kallast straumlina fyrir vigursvio F(z,y) ef { hverjum punkti (z,y) 4 ferlinum er vigurinn
F(x,y) snertivigur vid ferilinn.

/‘ PR SN
SN\
1 / ff/ ;//f e ‘x? \ \1'\

Vigursvidio F(x,y) = —yi + xj dsamt nokkrum straumlinum.
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7.3 Stigulsvio

7.3.1 Skilgreining

Vigursvid F(z, y) kallast stigulsvid eda geymid svid (e. gradient field, conservative field) 4 mengi D ef til er fall
¢(z, y) pannig ad

F(z,y) = Vo(z,y)
fyrir alla punkta (x,y) € D, bad er ad segja ef
F(z,y) = Fi(z,9) i+ Fa(2,9)]
péaer
Fi(e,y) = ~play) og Fafwy) = »-g(ry).
Oz dy
Vigursvid F(x, y, z) kallast stigulsvid eda geymid svid ef til er fall p(z,y, z) pannig ad F(z,y, 2) = Vp(z,y, 2).
Fallid ¢ kallast meetti fyrir vigursvidid F.

7.3.2 Setning

Litum F(z,y) = Fi(z,y)i+ F»(x,y)j vera vigursvid pannig ad follin F (z,y) og Fa(z,y) hafi samfelldar
hlutafleidur. Ef F(z, y) er stigulsvid pa er

0] 0
@Fl(x7y) - %FQ(I7y)

Athugasemd: P6 ad hlutafleidurnar séu jafnar pa er ekki hegt ad dlykta ad F sé stigulsvid. Petta atridi verdur
reett sidar.

7.3.3 Setning

Litum F(z,y,z) = Fi(z,y,2)i + Fo(z,y,2)j + Fs3(x,y,2)k vera vigursvid bannig ad follin
Fi(z,y,2), Fa(z,y, z) og F3(x,y,3) hafi samfelldar hlutafleidur. Ef F(x,y, z) er stigulsvid pd er

0 0
7Fl(xa Y, Z) = 7F2(x’y7 Z)’

Jy ox

0 0

&Fl(xay7z) = %FS(%?J’Z) 0g
0 0

&FQ(xay7Z) — @F3(xayaz)'

7.3.4 Reikniaofero

Finna & meetti p(x,y) fyrir stigulsvid F(z,y) = Fi(x,y) i+ Fa(x,y)j. Viljum finna fall p(z, y) pannig ad

0 0
%90(17,2/) = Fi(2,y) og @@(%ZD = Iy(2,y).
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Med pvi ad heilda pessar jofnur fest ad
p(z,y) = /Fl(w,y) dz + C1(y)

og

wmwz/amw@+@w.

begar fyrra stofnfallid er reiknad pd er y hugsad sem fasti og pvi feest heildunarfasti sem getur verid fall af y. Loka-
skrefid er svo ad horfa 4 jofnurnar tvaer hér ad ofan og sja hvort ekki er haegt ad finna gildi fyrir heildunarfastanna
C1(z) og C5(y) pannig ad sama formilan fyrir ¢(x, y) féist.

7.4 Heildi falls yfir feril

7.4.1 Skilgreining

Létum C vera feril { R? stikadan af samfellt diffranlegum stikaferli r : [a,b] — R?. Ritum r(¢) = (z(t),y(t)).
Heildi falls f(x,y) yfir ferilinn C med tilliti til bogalengdar er skilgreint sem

b
/C fy) ds = / £ () (1) dt
b
- / Fa(t). y(t) V02 + g (D2 dt.

Sama adferd notud til ad skilgreina heildi falls yfir feril { R3.

7.4.2 Setning

Léatum C vera feril { R2. Gerum r4d fyrir ad ry og ry séu tveir samfellt diffranlegir stikaferlar sem badir stika
ferilinn C. Ef fall f(x,y) er heildad yfir C pé faest sama titkoma hvort sem stikunin r; eda stikunin ro er notud vid
utreikningana.

7.4.3 Skilgreining

Ferill C { plani er sagdur samfellt diffranlegur d koflum ef til er stikun r : [a,b] — R? 4 C pannig ad til eru punktar
a=ty <t <ty<- <ty <typy1 = bpannigad 4 hverju bili (¢;,t,11) er r samfellt diffranlegur ferill og
markgildin

lim r'(¢) og lim r'(t)
t—t] t—t
eru badi til.

Lika sagt ad stikaferillinn r sé samfellt diffranlegur d koflum.
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7.5 Heildi vigursvios eftir ferli

7.5.1 Skilgreining

Létum F(z,y) vera vigursvid og r : [a, b] — R? stikun 4 ferli C og gerum r4d fyrir ad stikaferillinn r sé samfellt
diffranlegur 4 koflum. Heildi vigursvidsins ¥ (x,y) eftir ferlinum C er skilgreint sem

/CFodr/CF~Tds/abF(r(t))or'(t)dt.

7.5.2 Skilgreining

Ritum F(z,y) = Fi(x,y) i+ Fa(z,y) j. Ritumlikar(t) = x(¢) i+y(t) j. PAméritade = 2/(t) dt, dy = y/(¢) dt.
Med pvi ad nota pennan rithatt faest ad
b
[Par= [(Reyi+Reo.s0)) - @O0
b
— [ R0, 9()e' (O de + Fala(0)y(e)y' 0 de

:/m@wm+&mww
C

Athugasemd: Latum C vera feril { R?. Gerum rdd fyrirad ry : [a,b] — R2ogry : [@/,b'] — R? séu tveir samfellt
diffranlegir 4 koflum stikaferlar sem stika C. Gerum ennfremur rad fyrir ad ri(a) = ro(b’) og r1(b) = ra(a’)
(p.e.a.s. stikaferlarnir fara { sitthvora dttina eftir C). P4 gildir ef F(z, y) er vigursvid ad

/F-dI‘l:—/F-dI‘Q.
C C

(Ef breytt er um stefnu 4 stikun 4 breytist formerki pegar vigursvid heildad eftir ferlinum.)

7.6 Ferilheildi og stigulsvid

7.6.1 Setning

Latum F(z,y) vera samfellt stigulsvid skilgreint 4 svaedi D i R? og latum ¢ vera fall skilgreint 4 D bannig
ad F(z,y) = Ve(x,y) fyrir alla punkta (z,y) € D. Litum r : [a,b] — D vera stikaferill sem er samfellt
diffranlegur a koflum og stikar feril C i D. Pd er

AF'ﬁ=w@®D—ﬂM®)

(Samsvarandi gildir fyrir vigursvid skilgreint 4 svedi D C R3.)

7.6.2 Fylgisetning

Létum F vera samfellt stigulsvid skilgreint 4 mengi D C R?. Latumr : [a,b] — D vera stikaferil sem er samfellt
diffranlegur 4 koflum og lokadur (p.e.a.s. r(a) = r(b)) og stikar feril C. P4 er

%F-dr:O.
C
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(Ath. ad rithatturinn

1

er gjarnan notadur pegar heildad er yfir lokadan feril C.)

7.6.3 Fylgisetning
Latum F vera samfellt stigulsvid skilgreint 4 mengi D C R?. Latumry : [ay, b1] — D ogry : [ag, ba] — D vera

stikaferla sem eru samfellt diffranlegir 4 koflum og stika ferlana C; og Cy. Gerum rad fyrir ad ry(a1) = ra(ag) og
r1(b1) = ra(bs), p.e.a.s. stikaferlarnir ry og ro hafa sameiginlega upphafs- og endapunkta. P4 er

/ F~dr1:/ F'dI‘Q.
Cl CZ

7.6.4 Skilgreining

Segjum ad heildi vigursvids F' sé ohdo stikaferli ef fyrir sérhverja tvo samfellt diffranlega 4 koflum stikaferla rq
og ro med sameiginlega upphafs- og endapunkta sem stika ferlana C; og C gildir ad

/ F-drlz/ F - drs.
Cl CZ

7.6.5 Setning

Ferilheildi samfellds vigursvids F er 6had stikaferli ef og adeins ef fc F - dr = 0 fyrir alla lokada ferla C sem eru
samfellt diffranlegir 4 koflum.

7.6.6 Upprifjun

Segjum ad mengi D C R? sé ferilsamanhangandi (e. connected, path-connected) ef fyrir sérhverja tvo punkta
P,Q € D gildir ad til er stikaferill r : [0, 1] — D pannig ad r(0) = Pogr(1) = Q.

7.6.7 Setning

Latum D vera opid mengi { R? sem er ferilsamanhangandi. Ef F er samfellt vigursvid skilgreint & D og ferilheildi
F eru 6had vegi pa er F stigulsvid.

7.6.8 Setning

Fyrir samfellt vigursvid F skilgreint 4 opnu ferilsamanhangandi mengi D C R? er eftirfarandi jafngilt:
1. F er stigulsvid,
2. 59(: F - dr = 0 fyrir alla samfellt diffranlega 4 koflum lokada stikaferla r { D,
3. Ferilheildi F er 6had vegi.
1. = (b). Fylgisetning 5.6.2.
2. < (c). Setning 5.6.5.
3. = (a). Setning 5.6.7.

64 Kafli 7. Vigursvio



Steaerdfraedigreining Il (STAE205G), Utgafa 2018

7.7 Fletir

7.7.1 Oformleg skilgreining

Flotur S 1 R3 er ,tvivitt hlutmengi 1 R3.

7.7.2 Lysing

Flotum er adallega 1yst med formulum 4 prjd vegu:

1. Gefid er fall f(x,y, z). Fletinum S er lyst med jofnu f(z,y,2) = C (p.e.as. S er jafnhedarflotur fallsins
f). Paer

S= {(1’7y,2') | f(xvyaz) = C}
2. Gefid er fall skilgreint 4 ferilsamanhangandi svedi D { R2. Fletinum S er lyst sem grafi fallsins f. P4 er

S=A{(,y,2) | (z,y) € Dogz = f(x,y)}.

3. Med stikafleti (sja naestu grein).

7.8 Stikafletir

7.8.1 Skilgreining

Litum D vera ferilsamanhangandi hlutmengi i R?.  Samfelld vérpun v : D — R3r(u,v) =
(z(u,v),y(u,v),z(u,v)) pannig ad

S = {r(u,v) | (u,v) € D}

er flotur kallast stikaflotur. Segjum ad r sé stikun d fletinum S. Viljum ad r sé eintek vorpun, nema hugsanlega a
jadri D. Ritum einnig

v’ dv’ v

or_(on oy 05\ or_ (02 0y 0
Au  \du’ du’ du % T ’

7.9 Snertiplon

7.9.1 Setning
1. Latum S vera flot sem er gefinn sem jafnhedarflotur f(x,y,z) = C. Ef (a,b,c) er punktur 4 fletinum og

fallid f er diffranlegt i punktinum (a, b, ¢) bd er vigurinn n = V f(a, b, ¢) hornréttur 4 flétinn { punktinum
(a,b,c) ogef Vf(a,b,c) # 0 pé hefur fidturinn snertiplan { punktinum. Jafna snertiplansins er

fila,b,c)x + fa(a,b,c)y + f3(a,b,¢)z = D

par sem

D = fi(a,b,c)a+ fa(a,b,c)b+ f3(a,b,c)c.
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2. Latum S vera flét sem er gefinn sem graf falls z = f(x,y). Ef (a,b, f(a,b)) er punktur 4 fletinum og fallid
f er diffranlegt { punktinum (a, b) pé er vigurinn

n= (0,1,f2(a,b)) X (1»07f1(a7b)) = (fl(avb)7f2(avb)a_1)

hornréttur 4 fistinn { punktinum (a, b, f(a, b)) og fidturinn hefur snertiplan i punktinum. Jafna snertiplansins
er

z = f(a,b) + f1(a,b)(x — a) + fa(a,b)(y —b).

Snertivigur vid skurdferil sléttunnar y = b og yfirbordsins z = f(x,y) { punktinum (a,b, f(a,b)) er T; =
(1,0, fi(a, b)).

Snertivigur vid skurdferil sléttunnar x = a og yfirbordsins z = f(x,y) { punktinum (a,b, f(a,b)) er Ty =

(03 17 f2(a7 b))

3. Latumr : D C R? — R? vera stikaflot. Ef (29,0, 20) = r(ug,vo) er punktur 4 fletinum sem r(u,v) =
(z(u,v),y(u,v), z(u, v)) stikar og follin z(u, v),y(u, v), 2(u, v) eru diffranleg  punktinum (¢, yo) pa er
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vigurinn

o o
 ou T Ow

reiknadur med u = ug 0g v = vy pvervigur 4 fiétinn { punktinum (g, Yo, 20)-

n

7.9.2 Skilgreining

Ef vigrarnir %(u7 v) og % (u,v) eru 6hadir fyrir alla punkta (u,v) € D pd er sagt ad stikunin sé regluleg.

Athugasemd: Ef vigrarnir % (up, vo) 0g ‘g—f (up, vp) eru 6hadir pa spanna peir snertiplan vid flétinn { punktinum
r(ug, vo). Snertiplanid hefur stikun

0 0
II(u,v) = r(ug, vo) + u—r(uo,vo) + va—i(uo,vo).

ou

7.10 Flatarheildi

7.10.1 Verkefni

1. Flatarmadl flata — samberilegt vid bogalengd ferla.
2. Heildi falls yfir flot med tilliti til flatarméls — sambeerilegt vid heildi falls eftir ferli med tilliti til bogalengdar.

3. Heildi vigursvids yfir flot — svipar til heildis vigursvids eftir ferli.

7.11 Flatarmal flata

7.11.1 Skilgreining

Latum r : D — R? vera reglulegan stikaflt sem stikar flot S. Flatarmal S er

A:// dS:// |E x 2L dudv.
D D

7.11.2 Formula

Latum f(z,y) vera diffranlegt fall skilgreint 4 mengi D { R?. Flatarmal grafsins = = f(z,y) er gefid med
formulunni

A://DdS://D\/1+(%)2+(g—£)2da:dy.

7.11.3 Skilgreining

Liatum r : D — R? vera reglulegan stikaflét sem stikar flot S. Flatarmal S er

A:// dS:// 9L x 9L dudv.
D D
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7.11.4 Formula

Latum f(x,y) vera diffranlegt fall skilgreint 4 mengi D { R?. Flatarmdl grafsins z = f(z,y) er gefid med
formulunni

A://DdS://D\/1+(%)2+(%)2dxdy.

7.11.5 Formulur

Ritum dS fyrir flatarmdlselement 4 fleti S.

e Efr: D CR? — R®erstikun 4 S pd er

o o

ds = 7 X . du dv.

o Ef Sergraf z = g(z,y) pd er

dS = \/1+ gi(z,y)% + g2(2,y)2 dv dy.

 Gerum r4d fyrir ad fléturinn S 1 R hafi pann eiginleika ad ofanvarp hans 4 zy-planid sé eintzkt eda med
60rum ordum hegt er ad 1ysa fletinum sem grafi z = f(z,y). Ef n er pvervigur 4 flétinn og ~ er hornid sem
pvervigurinn n myndar vid jadkveda hluta z-assins pa er

n|
n - K|

dsS = ‘ ‘daz dy = dx dy.

cos 7y
[ pessu tilviki gildir einnig ad ef S er lyst sem hadarfleti G(z,vy, z) = C ba er

VG(2,y,2)

——— =\ dxdy.
G3(-T7y72) Y

s = |

7.11.6 Skilgreining

Latumr : D — R3 vera reglulega stikun 4 fleti S. Heildi falls f(z,y, z) yfir flétinn S med tilliti til flatarmals er

Jras = [[ st 0[5 x 3 duae.

7.12 Einingarpvervigrasvio

7.12.1 Skilgreining

Latum S vera flot { R® sem hefur snertiplan i punkti P. Einingarpvervigur n 4 flétinn S { punktinum P er
einingarvigur hornréttur 4 snertiplan vid flétinn { punktinum P.

Einingarpvervigrasvio 4 S er samfellt vigursvid N sem er skilgreint { llum punktum S pannig ad fyrir (z,y, z) €
S er vigurinn n(z, y, z) einingarvigur sem er hornréttur 4 snertiplan vid fltinn { punktinum (z, y, 2).
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7.13 Attanlegir fletir

7.13.1 Skilgreining

Fl6turinn S er sagdur dttanlegur ef til er einingarpvervigrasvid N 4 S.

Attun 4 dttanlegum fleti felst { pvi ad velja annad af tveimur mogulegum einingapvervigrasvidum.

7
itk
i
II

SRS
S
S

Wity

7

7
"y
i

75
7
i

/]
i
M

Mobiusarbordi er ekki dttanlegur.

7.13.2 Umraeoda

Ef attanlegur flotur S hefur jadar pa skilgreinir attunin stefnu 4 jadri S. Venjan er ad velja stefnu jadarsins pannig
ad pegar gengid er eftir honum sé einingarpvervigrasvidid 4 vinstri hond (hagri handar regla).

Ef tveir 4ttanlegir fletir hafa jadar m4 splaesa peim saman { attanlegan fl6t med pvi ad lima pad saman 4 (hluta af)

jodrunum og gata pess ad jadrarnir hafi andsteda stefnu 4 samskeytunum.

-
-~ i
T - - i 5‘
1 hagl
‘IL-_ e e
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7.13.3 Setning

Gerum 14d fyrir ad S sé dttanlegur flotur og r : D C R? — R? sé regluleg stikun 4 S (pad er, 2L og % eru

ou
samfelld foll af v og v og vigrarnir % og % eru linulega 6hadir). P4 er

or ., or
— Ou ™ Ov_
N=tor or
ou ov

einingarpvervigrasvio 4 S.

7.14 Heildi vigursvids yfir flot - Flaedi

7.14.1 Skilgreining og rithattur

Litum S vera dttanlegan flot stikadan af reglulegum stikaferli r : D C R? — R3 med samfelldar hlutafleidur.
Latum N tdkna einingarpvervigrasvidio sem gefid er {1 Setningu 5.13.3. Heildi vigursvids F yfir flétinn S er
skilgreint sem

//SF.NdS://DF(r(u,U)). (gz y ZD .

Slik heildi eru oft nefnd fleedi vigursvidsins F' gegnum flétinn S.

Ritum dS = N dS. Pd er
//F'NdS://FedS.
S S

7.14.2 Samantekt

1. Efr: D C R? — R3erstikun4 S pder

Oor Or
dS = i(au X 8’[}) du dv.

2. Ef Sergraf z = f(xz,y) pder

_(_9f _of
dS—i( o ay’l

> dx dy.
3. Gerum rad fyrir ad flsturinn S 1 R3 hafi pann eiginleika ad ofanvarp hans 4 zy-planid sé eintzkt eda

med 6drum ordum heagt er ad lysa fletinum sem grafi z = f(x,y). Ef fletinum S er lyst sem hedarfleti
G(z,y,z) =CDbder

VG(,y,2) .o VG@,y,2)

s = £ > \0 Y2 M) 1L}
|VG(J?,y,Z)| G3(x7yvz)

dx dy.

Val 4 dttun felst { pvi ad velja 4+ eda — { formuilunum hér ad ofan.
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7.14.3 Tulkun

Hugsum okkur ad vigursvidid F lysi streymi vokva. Hugsum svo flétinn S sem himnu sem vokvinn getur streymt
i gegnum. Attun 4 S gefur okkur leid til ad tala um hlidar flatarins og ad vokvinn streymi i gegnum flstinn frd einni
hlid til annarrar. Streymi vokvans gegnum flétinn (rimmél per timaeiningu) er gefid med heildinu ], sF-NdS
par sem streymi { stefnu N reiknast jakveett.
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KAFLI 8

Diffur- og heildareikningur vigursvida

A reader lives a thousand lives before he dies. The man who never reads lives only one.

- George R.R. Martin, A Dance with Dragons

8.1 grad, div og curl

8.1.1 Skilgreining

Skilgreinum nabla-virkjann sem diffurvirkja

.0 .0 0

8.1.2 Skilgreining

Litum F(z,y,2) = Fi(z,y,2)i+ Fa(x,y,2)j + F3(x,y, z) k vera vigursvid og ¢(x, y, z) vera fall.

Skilgreinum stigul  sem vigursvidid

0 0 0
it i+ Tk

grad p = Vp = o 3y 9 &

Skilgreinum sundurleitni vigursvidsins F sem

oF, 0F, O0F;3
divF=V -F=—+ —+ —.
v Oox + oy 0z
Skilgreinum rot vigursvidsins F' sem

i j k
curlF:VxF:% a% %
Fl F2 F3

(O OB, (0 OR\, (0F OR),
~\ oy 0z 0z oz J ox Ay
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Advorun: Ef o(x,y, 2) er fall pd er Vo(x, y, 2) stigullinn af o(x, y, 2) en p(x,y, 2)V er diffurvirki.

Advorun: Sundurleitnin div F er fall R? — R en rétid curl F er vigursvid R? — R3.

8.1.3 Skilgreining

Latum F(z,y) = Fi(x,y) i+ Fa(x,y)j vera vigursvid. Skilgreinum sundurleitni F sem

. OF, OF,
divF=V .- F= — 4+ —=.
iv \V4 B + oy

og rot F skilgreinum vid sem

(0B, OR

8.1.4 Reiknireglur

Gerum rad fyrir ad F og G séu vigursvid og ¢ og 1 foll. Gerum rad fyrir ad peer hlutafleidur sem vid purfum ad
nota séu skilgreindar og samfelldar.

L V(py) = ¢V + V.
(b) V- (¢F) = (Vo) - F + (V- F).
(©) V x (¢F) = (V) x F+p(V x F).
@V (FxG)=(VxF) - G-F (VxG).
@©Vx(FxG)=(V-G)F+(G:-V)F—(V-F)G - (F-V)G.
OVEF G)=Fx (VxG)+G x (VxF)+(F V)G + (G- V)F.
@V - (VxF)=0 divcurl =0
h)Vx(Ve)=0 curlgrad =0
(i) V x (V x F) = V(V - F) — V2F.

8.1.5 Skilgreining

Latum F vera vigursvid skilgreint 4 svedi D.
(a) Vigursvidid F er sagt vera sundurleitnilaust eda uppsprettulaust ef divF = 0 i 6llum punktum D.

(b) Vigursvidid F er sagt vera rotlaust ef curl F = 0 4 6llu D.

Athugasemd: Vigursvid F(z,y,2) = Fi(x,y,2)i+ Fa(z,y, 2)j + Fs5(z,y, 2) k er rétlaust ef og adeins ef

o _or,  0R _oF, om _oR,
oy oz’ 0z Oz’ 9z Oy
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8.1.6 Setning

1. Ré6t vigursvids er sundurleitnilaus.

2. Stigulsvid er rotlaust.

8.1.7 Skilgreining

Svedi D { rimi eda plani kallast stjornusveedi ef til er punktur P 1 D pannig ad fyrir sérhvern annan punkt @ i D
pa liggur allt linustrikid 4 milli P og Q i D.

8.1.8 Setning

Latum F vera samfellt diffranlegt vigursvid skilgreint & stjornusvedi D. Ef F er rétlaust pa er F' stigulsvid. Med
00rum ordum, ef vigursvidid F er samfellt diffranlegt og skilgreint 4 stjornusvedi D og uppfyllir j6fnurnar

OF, 0F, OF, 0F, OF, OF,

dy 9z’ 9z  9r 9z dy’
pa er F stigulsvid.
8.1.9 Setning
Lat F vera samfellt diffranlegt vigursvid skilgreint 4 stjornusvedi D. Ef F er sundurleitnilaust pa er til vigursvid

G pannig ad F = curl G. Vigursvidid G kallast vigurmeetti fyrir F.

8.2 Sundurleitnisetningin |

8.2.1 Setning (Sundurleitnisetning I)

Litum F vera samfellt diffranlegt vigursvid skilgreint 4 opnu mengi D { R®. Latum P vera punkt 4 skilgreining-
arsvedi F og S, kiiluskel med midju { P og geisla €. Latum svo N vera einingarpvervigrasvid 4 S, pannig ad N
visar dt 4 vid. P4 er

1
divF(P) = lim o //S F-NdS.
€ €

par sem V. = 47e®/3 er riammélid innan { S..

8.2.2 Setning (Setning Stokes I)

Litum F vera samfellt diffranlegt vigursvid skilgreint 4 opnu mengi D 1 R3. Latum P vera punkt 4 skilgreining-
arsvedi F og C. vera hring med midju i P og geisla €. Latum N vera einingarpvervigur 4 planid sem hringurinn
liggur 1. Attum hringinn jakvztt. P4 er

N:curl F(P) = lim i?{ F . dr.
c

e—0t Ag

par sem A, = we? er flatarm4lid sem afmarkast af C..

8.2. Sundurleitnisetningin | 75



Steaerdfraedigreining Il (STAE205G), Utgafa 2018

8.2.3 Tulkun

Hugsum F sem lysingu 4 vokvastreymi 1 R3.

div F(P) Iysir pvi hvort vokvinn er ad penjast it eda dragast saman { punktinum P. Sundurleitnisetningin (neesti
fyrirlestur) segir ad samanldgd utpensla 4 rimskika R er jofn streymi it um jadar svadisins S, eda

///RdideV://SF~NdS.

curl F(P) lysir hringstreymi { kringum punktinn P. Setning Stokes (par nesti fyrirlestur) segir ad samanlagt
hringstreymi 4 fleti S er jafnt hringstreymi 4 jadri flatarins, sem vid tdknum med C, eda

//curlF~NdS:7{F-dr.
S C

8.2.4 Skilgreining

Latum R vera svadi i R? og C jadar R. Gerum rad fyrir ad C samanstandi af endanlega mérgum ferlum Cy, . . ., Cy,.
Jakved dttun a ferlunum felst { pvi ad velja fyrir hvert ¢ stikun r; 4 C; pannig ad ef labbad eftir C, { stefnu stikunar
pa er R 4 vinstri hond.

8.2.5 Setning Green

Latum R vera svadi i planinu pannig ad jadar R, tiknadur med C, samanstendur af endanlega morgum samfellt
diffranlegum ferlum. Attum C jékveett. Latum F(x, y) = Fy (z,y) i+ F2(x, y) j vera samfellt diffranlegt vigursvid
skilgreint 4 R. P4 er

oF, O0F
F dx + F: dy = — — —dA.
Ry Py i = [[ 525

8.2.6 Fylgisetning

Latum R vera svadi { planinu pannig ad jadar R tdknadur med C, samanstendur af endanlega morgum samfellt
diffranlegum ferlum. Attum C jékvett. P4 er

1
FlatarmélR:%xdy: —%ydgc: fj{mdy—ydx.
c c 2 Jc

8.2.7 Sundurleitnisetningin i tveimur viddum

Latum R vera svedi { planinu pannig ad jadar R, tdknadur med C, samanstendur af endanlega mdrgum samfellt
diffranlegum ferlum. Litum N tdkna einingarpvervigrasvid 4 C pannig ad N visar dt dr R. Liatum F(z,y) =
Fi(z,y)i+ Fa(x,y) j vera samfellt diffranlegt vigursvid skilgreint 4 R. P4 er

// dideA:%F~Nds.
R c

8.3 Sundurleitnisetningin Il

8.3.1 Skilgreining

Flotur er sagdur reglulegur ef hann hefur snertiplan { hverjum punkti.
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Flotur S sem er buinn til med pvi ad taka endanlega marga reglulega fleti Sy, . . . , S, og lima pa saman 4 jodrunum
kallast reglulegur d koflum.

begar talad um einingarpvervigrasvid 4 slikan flot pa er 4tt vid vigursvid sem er skilgreint 4 fletinum nema { peim
punktum bar sem fletir S; og S; hafa verid limdir saman. I slikum punktum parf fléturinn ekki ad hafa snertiplan
og pvi ekki heldur pvervigur.

Flotur er sagdur lokadur ef hann er yfirbord svadis { R? (t.d. er kiiluhvel lokadur flétur).
8.3.2 Setning (Sundurleitnisetningin, Setning Gauss)

Latum S vera lokadan flot sem er reglulegur 4 k6flum. Tédknum med D rdmskikann sem S umlykur. Latum N
vera einingarpvervigrasvid 4 S sem visar ut ur D. Ef F er samfellt diffranlegt vigursvid skilgreint 4 D pa er

///DdideV://SF~NdS.

8.3.3 Skilgreining

Latum D vera rimskika { R®. Segjum ad rdmskikinn D sé z-einfaldur ef til er svaedi D, { planinu og samfelld
foll f og g skilgreind & D, pannig ad

D ={(v,y,2) | (z,y) € D, og f(z,y) <z < g(z,y)}.

bad ad ramskiki sé - eda y-einfaldur er skilgreint 4 sama hatt.

8.3.4 Setning

Latum S vera lokadan flot sem er reglulegur 4 koflum. Tédknum med D rimskikann sem & umlykur. Latum N
vera einingarpvervigrasvid 4 S sem visar ut ir D. Ef F er samfellt diffranlegt vigursvid skilgreint 4 D og ¢

diffranlegt fall skilgreint 4 D pa er
/// culrleV:—//FdeS7
D S

J[[ eaacav = [ enas.

Athugid ad utkomurnar dr heildunum eru vigrar.

og

8.4 Setning Stokes

8.4.1 Skilgreining

Latum S vera attanlegan flot sem er reglulegur 4 koflum med jadar C og einingarpvervigrasvid N. Attun C dt fra
N finnst med ad hugsa sér ad gengid sé eftir C pannig ad skrokkurinn visi { stefnu N og gongustefnan sé valin
pannig ad fidturinn sé 4 vinstri hond.

8.4.2 Setning (Setning Stokes)

Latum S vera attanlegan flot sem er reglulegur 4 koflum og latum N tdkna einingarpvervigrasvid 4 S. Taknum
med C jadar S og attum C med tilliti til N. Ef F er samfellt diffranlegt vigursvid skilgreint & opnu mengi sem

inniheldur S pa er
// curlF -NdS = %F-Tds.
s c
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8.4.3 Setning

Latum F vera samfellt diffranlegt vigursvid skilgreint 4 opnu mengi D { R, Latum P vera punkt 4 skilgreining-
arsvedi F og C; vera hring med midju { P og geisla . Latum N vera einingarpvervigur 4 planid sem hringurinn
liggur 1. Attum hringinn jakvett. P4 er

1
N:curl F(P) = lim —% F . dr.
C.

8.4.4 Setning

Latum S vera lokadan flot sem er reglulegur 4 k6flum. Taknum med D rdmskikann sem S umlykur. Latum N
vera einingarpvervigrasvid 4 S sem visar ut ir D. Ef F er samfellt diffranlegt vigursvid skilgreint 4 opnu mengi
sem inniheldur D, pd er

]{curlF~NdS:0.
S

8.5 Hagnytingar i edlisfraedi

8.5.1 Vokvaflaedi

Skodum vokvafledi { rami. Hugsum okkur ad vokvafledid sé lika had tima. Latum v(x, y, z, t) tdkna hradavigur
agnar sem er { punktinum (x, y, z) 4 tima ¢. Latum §(z, y, 2, t) tdkna efnispéttleika (massi per rimmadlseiningu) {
punktum (z,y, z) 4 tima ¢. P4 gildir ad

00

Fn +div (0v) = 0.

(Pessi jafna kallast samfelldnijafnan um vokvafledid.)

8.5.2 Vokvaflaeoi

Til vidbdtar vid v og § pd skilgreinum vid p(z, y, z,t) sem prysting og F sem utanadkomandi kraft, gefinn sem

kraftur per massaeiningu. P4 gildir ad
0
58—;’ 4+ 5(v-V)v = —Vp+ OF.

(Pessi jafna er kollud hreyfijafna fledisins.)

8.5.3 Rafsvio - Logmal Coulombs

Latum punkthledslu g vera i punktinum s = £i+7j + (k. I punktum r = i+ yj + zk er rafsvidid vegna
pessarar hledslu

(r) = q r-—s
 dmeg |r—sf3

par sem ¢ er rafsvorunarstudull témardms.

8.5.4 Rafsvio - Logmal Gauss (fyrsta jafna Maxwells)

Latum p(&,, ¢) vera hledsludreifingu og E rafsvidid vegna hennar. P4 gildir ad

divE= ",
€0
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8.5.5 Rafsvio

Létum p(&,n, ¢) vera hledsludreifingu 4 takmérkudu svaedi R og E rafsvidid vegna hennar. Ef vid setjum

plr) = _47350 ///R II"p(—S)S|dV

curlE = 0.

paer E = Vi og par med er

8.5.6 Segulsvid - Logmal Biot-Savart

Latum straum [ fara eftir ferli . Taknum segulsvidid med H og ldtum s = £i+ 7 j + ¢ k vera punkt 4 ferlinum
F. Pa gefur orbutur ds ur F af sér segulsvid

pol ds x (r —s)

dH(r) = dr  |r—s|?

par sem pi er segulsvorunarstudull tomarims. Af pessu sést ad

_ pol [ dsx (r—s)
4w Jr r—sp3

og synamd ad ef r ¢ F pé er

curlH = 0.

8.5.7 Segulsvid - Logmal Ampére

Hugsum okkur ad straumur I fari upp eftir z-d4s. Taknum med H segulsvidid og H = |H|. I punkti r =
ri+yj+ zkifjarlegd a frd z-dser H = % og ef C er lokadur einfaldur ferill sem fer rangszlis einu sinni
umhverfis z-dsinn pa er

%Hdr:uol
C

Hugsum okkur ad J(r) sé straumpéttleiki i punkti r (straumur 4 flatareiningu). P4 er
curl H = pJ.

Einnig gildir ad ef vid setjum

aw = [f] 7oy

divH = 0.

paer H = curl A og pvi er

8.5.8 Samantekt

divE=" divH=0
€o

curlE=0 curl H = poJ

8.5. Hagnytingar i edlisfraedi 79
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Jofnur Maxwells

divE="  divH=0
€0

OH OE
curlE = o curl H = poJ + uosoa

My old grandmother always used to say, Summer friends will melt away like summer snows, but winter friends
are friends forever.

- George R.R. Martin, A Feast for Crows
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KAFLI 9

Vidauki

9.1 Kennsluaaetiun

Dags. Efni Notur Adams Calculus
08.01.18. 1. Ferlar. 1.1-1.5. 8.1, 8.2, 8.3, 8.4,
- Vidbotarefni:  Kross- - 11.1,11.2, 11.3, 10.3.
10.01.18. margfeldi. 1.6-1.10. 8.4, 8.5, 8.6.
2. Ferlar 1 plani og p6l-
hnit.
15.01.18. 3. Krappi og vindingur. 1.10-1.17. 114,115, 11.6.
17.01.18. 4Foll af morgum 2.1-2.10. 12.1, 12.2.
breytisterdum.
22.01.18. 5. Hlutafleidur. 2.11-2.13. 12.3,12.4.
24.01.18. 6. Kedjureglan 2.14-2.15. 12.5.
29.01.18 7. Linulegar nalganir. 2.16-2.25. 12.6.
31.01.18. 8. Stiglar. 2.26-2.31. 12.7.
05.02.18. 9. Félgin foll og Taylor- | 2.32. 12.8, 12.9.
07.02.18. nélganir. 3.1-3.9. 13.1, 13.2.
10. Utgildi.
12.02.18. 11. Lagrange margfald- 3.10-3.11. 13.2,13.3.
14.02.18. arar. 4.1-4.4. 14.1, 14.2, 14.3.
12. Tvofold heildi.
19.02.18. 13. Meira um tvofold 4.5-4.7. 14.1, 14.2, 14.3.
21.02.18. heildi. 4.8. 14.4.
- 14.Breytuskipti. - -
Prof vr lesnu efni.*
26.02.18. 15. Prefold heildi. 4.9. 14.5, 14.6.
28.03.18. 16. Hagnytingar marg- 4.10-4.14. 14.7.
faldra heilda.
05.03.18. 17. Vigursvid og stigul- | 5.1-5.3. 15.1, 15.2.
07.03.18. svid. 5.4-5.5. 15.3.
18. Ferilheildi.
12.03.18. 19. Ferilheildi og stigul- | 5.6. 15.2,15.3,154.
14.03.18. svid. 5.7-5.11. 15.5.

20. Fletir.

Framhald & nasestu sidu

81
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Tafla 9.1 — framhald fr& fyrri sidu

Dags. Efni Notur Adams Calculus
19.03.18. 21. Flatarheildi. 5.12. 15.5, 15.6.
21.03.18. 22. Attanlegir fletir. 5.13-5.15. 15.6.
- Prof ur skilademum.* | - -
26.03.18. 23. grad, div og curl. 6.1. 16.1, 16.2.
28.03.18. Paskafri - -
02.04.18. Paskafri - -
04.04.18. 24. Sundurleitnisetning- | 6.2. 16.2,16.3, 16.4.
in L.
09.04.18. 25. Sundurleitnisetning- | 6.3. 16.2,16.3, 16.4.
11.04.18. in I 6.4. 16.5, 16.6.
26. Setning Stokes
16.04.18. 27. Hagnytingar { edlis- | 6.5. 16.6.
18.04.18. freedi. - Gomul prof.
28. Langur dematimi.

Kaflanimer { Adams Calculus midast vid 8. ttgafu kennslubdkarinnar. Megindhersla er 4 efni peirra kafla sem
eru feitletradir. Nemendur { Sterdfredigreiningu IIE s®kja tima 1-19 og tima 28 ad tima 9 undanskildum.

*Med fyrirvara um breyttar dagsetningar.
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